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1. fejezet - A kinematika és kinetika alapfogalmai



A mechanika felosztása



A mechanika a
                fizika legősibb ága. A klasszikus mechanika a makroszkópikus testek mozgásával és a
                mozgás (vagy éppen nyugalom) okaival foglakozik.
A mechanika a fizika legősibb ága. A klasszikus mechanika a makroszkópikus testek mozgásával
                és a mozgás (vagy éppen nyugalom) okaival foglakozik.
[image: 1.1. ábra. A mechanika felosztása]1.1. ábra. A mechanika felosztása


A mechanika területén belül a kinematika (mozgástan) témaköréhez tartozik a
                mozgások leírása, ugyanakkor a mozgások okait nem vizsgálja. A dinamika (erőtan) a
                mozgások okainak leírásával, a mozgást kiváltó hatásokkal is foglalkozik. Az erőtan
                nyugvó rendszereket vizsgáló fejezete a statika, mely az egyensúly állapotát és
                feltételeit írja le. A dinamika másik területe a kinetika, mely a mozgások okait
                vizsgálja.
Jelen jegyzet a kinematika és kinetika tématerületével foglalkozik.


1.2. Makroszkópikus test, mint a kinematika, kinetika tárgya



Mechanikai vizsgálatainkban az észlelt valóság modellezése révén állítunk fel
                törvényszerűségeket. Ezen modellek alkotóeleme a test, mely – attól függően, hogy a modell
                milyen bonyolultsági fokú – lehet: anyagi pont (tömegpont), anyagi pontrendszer, merev test vagy
                szerkezet. A test anyagiságát a tömeg fejezi ki. Modelleinkben a test alakját az anyag
                folyamatosan kitölti, így a test kontinuumként értelmezhető.
Anyagi pontnak
                vagy tömegpont: kiterjedése nincs, de tömege van. Anyagi pont lehet például az
                országúton közlekedő autó, melynek méretei a földrajzi méretekhez képest
                elhanyagolhatóak, de pl. a Föld is tekinthető tömegpontnak a Naprendszer méreteihez
                képest.
Anyagi
                pontrendszernek nevezzük azon anyagi pontok halmazát, ahol
                az egyes tömegpontok között valamiféle kapcsolat felírható. Zárt a rendszer, ha a
                tömegpontokat a rendszer határain kívülről csak elhanyagolható hatások érik.
A Merev test
                anyagi pontok összessége, melyek távolsága bármilyen hatásra állandó marad.
                Gépalkatrészeink jelentős része merev testként kezelhető, mert működésük során
                alakjuk nem szenved jelentős alakváltozást. Természetesen bizonyos gépelemek –
                például a rugók – feladatuknál fogva nem tekinthetők merev testnek, alakjuk jelentős
                mértékű változást szenved.
Szerkezet:
                egymáshoz és a környezethez kényszerekkel kapcsolt merev testek összessége. A
                szerkezet lehet állékony vagy mozgékony (pl. mechanizmus)
Jelen tananyag keretein belül kizárólag az anyagi pont, az anyagi pontrendszer és a merev
                test (illetve merev testekből összekapcsolt egyszerű mechanizmus) kinematikai és kinetikai
                viselkedését tárgyaljuk.

1.3. A kinematika, kinetika alapmennyiségei



A kinematika, kinetika (és a teljes mechanika) témakörében három alapmennyiséget használunk
                a nemzetközi mértékegységrendszer (SI – Système International d’Unités) hét alap
                mértékegységéből.
A mechanika három alapmennyisége a hosszúság a tömeg és az idő.
A hosszúság
                mértékegysége a méter, jele m. A méter annak az útnak a hosszúsága, amelyet a fény
                vákuumban 1/299 792 458 másodperc alatt tesz meg.
A tömeg
                mértékegysége a kilogramm, jele kg. A kilogramm a Sévres-ben őrzött tömegetalon
                (platina irídium henger) tömege.
A idő
                mértékegysége a másodperc, jele s. Egy s az alapállapotú cézium 133 atom két
                hiperfinom szintje közti átmenethez tartozó sugárzás 9 192 631 770 periódusának
                időtartama.
Minden más mechanikai mennyiség ezen három alapmennyiségből származtatható.

1.4. Vonatkoztatási rendszer, koordináta rendszer



A testek mozgásának vizsgálatát mindig valamilyen viszonyítási ponthoz képest írjuk le.
                Vonatkoztatási rendszerként értelmezzük azt a koordinátarendszert, melyen, mint viszonyítási
                rendszerben a testek mozgását vizsgáljuk. Általában a Földhöz rögzített az a vonatkoztatási
                rendszer, melyben gépeink mozgását leírjuk.
Vizsgálataink során alapvetően kétféle koordinátarendszert használunk. Egyrészt a
                derékszögű descartesi koordináta rendszert, melyben egy pont helyzetét annak
                x, y és
                z koordinátájával írjuk le, másrészt
                előfordulhat, hogy henger koordinátarendszert alkalmazunk, ahol egy pont koordinátái
                R, φ és
                z.
[image: 1.2. ábra. A mechanika vonatkoztatási rendszerei]1.2. ábra. A mechanika vonatkoztatási rendszerei


Vonatkoztatási rendszerünkben egy adott pont helyzetét a descartesi koordinátákkal
                pontosan megadhatjuk, ugyanakkor néhány különleges esetben – például a gépészetben
                gyakori körmozgás esetében – ez nem kielégítő. Ugyanis körmozgásnál egy adott pont
                minden körülfordulás után ugyanazokkal az x,
                y és z
                koordinátákkal jellemezhető, de henger koordinátarendszerben változatlan R és z mellett
                körülfordulásonként 2π radiánnal nő a φ
                koordináta értéke.

2. fejezet - Anyagi pont kinematikája



2.1. Mozgástörvény, mozgáspálya, pályabefutási törvény, út



Anyagi pont helyét a térben (vonatkoztatási kr.-ben) egy helyvektorral adhatjuk
                meg: r. A
                helyvektor a koordinátarendszer origójából az anyagi pontba mutat. Ha az anyagi pont
                eltérő időpillanatokban eltérő helyen tartózkodik, mozgásról beszélünk, azaz ha
                    t1 ≠ t2 és r1
                ≠ r2. Ha a pont mozog, akkor
                helyvektora időben változik. Ezt a vektor-skalár függvényt nevezzük mozgástörvénynek:
2.1. egyenlet - 
[image: 2.1. Mozgástörvény, mozgáspálya, pályabefutási törvény, út]


[image: 2.1. ábra. Helyvektor, mozgáspálya, ívkoordináta]2.1. ábra. Helyvektor, mozgáspálya, ívkoordináta


Adott idő alatt a pont által befutott pályát mozgáspályának (v. pályagörbéken) nevezzük. A
                helyvektorok a mozgás során minden időpillanatban a mozgáspálya egy pontjába
                mutatnak, azaz a mozgáspályát a helyvektorok végpontjai írják le. A mozgáspálya
                időtől függetlenül is megrajzolható.
A 2.1. ábra szerint a jelölt mozgáspályán A-ból B-be mozog a pont, t0≤t≤t1
                időintervallumban. Mozgását az r=r(t)
                mozgástörvény írja le. A mozgáspálya ismeretében a pont mozgása egyértelműen
                megadható egy előjeles skalár-skalár függvénnyel is. Ezt pályabefutási törvénynek
                nevezzük:
2.2. egyenlet - 
[image: 2.1. Mozgástörvény, mozgáspálya, pályabefutási törvény, út]


Az s skalár mennyiséget ívkoordinátának hívjuk. Ha a t1-t0
                időintervallumban a pont az AB íven mindig egyirányban halad, azaz nincs
                fordulópontja, akkor igaz, hogy a megtett út:
2.3. egyenlet - 
[image: 2.1. Mozgástörvény, mozgáspálya, pályabefutási törvény, út]




2.2. Vetületi mozgás, kísérő triéder



Descartes-féle
            koordinátarendszerben a helykoordináta felírható az alábbi
            alakban:
2.4. egyenlet - 
[image: 2.2. Vetületi mozgás, kísérő triéder]


A mozgástörvény pedig:
2.5. egyenlet - 
[image: 2.2. Vetületi mozgás, kísérő triéder]


Ebből az egyes koordináták (a helyvektor vetületei):
2.6. egyenlet - 
[image: 2.2. Vetületi mozgás, kísérő triéder]


2.7. egyenlet - 
[image: 2.2. Vetületi mozgás, kísérő triéder]


2.8. egyenlet - 
[image: 2.2. Vetületi mozgás, kísérő triéder]


Így három független skalár-skalár függvényhez jutunk, melyek együttese egyértelműen leírja a
                    mozgást. A mozgás megadásához egyértelműen szükségesek egymástól független
                    skalár-skalár függvények száma a mozgás szabadságfoka. Másként fogalmazva
                    szabadságfoknak nevezzük a független mozgáslehetőségek számát. Térben egy anyagi
                    pont szabadságfoka:3 ; adott pálya mentén mozgó anyagi pont esetén: 1 (az s(t) skalár-skalár függvény elég az egyértelmű
                    megadáshoz).
Anyagi pont mozgásához hozzárendelhetünk egy ún. természetes koordináta rendszert, vagy más
                        néven kísérő triédert. A kísérő
                            triéder egységvektorai:
e – érintő irányú
                                egységvektor,
n –
                normál irányú egységvektor,
b – binormális
                    egységvektor
A kísérő triéder értelemezését a 2.3. ábra
                mutatja. Az e és n vektorok határozzák meg a pillanatnyi simulósíkot
                (a 2.2. ábrán a pályagörbe térben elhelyezkedő
                síkgörbe, azaz a teljes mozgáspályára ráfektethető egyetlen sík, így minden
                pontjához ugyanaz a simulósík tartozik. Általános esetben a pálya térgörbe, tehát
                több – elvileg végtelen sok – simulósík tartozik hozzá.)
[image: 2.2. ábra. Kísérő triéder és simulókör]2.2. ábra. Kísérő triéder és simulókör


A pálya adott pontbeli görbületét a ρ
                            görbületi sugarú
                            kör jellemzi. A normális irányú egység vektor értelme ezen kör középpontja felé
                            mutat.
A kísérő triéder
                egységvektorainak értelmezése:
A 2.3. ábrán a pályagörbe két egymáshoz közeli
                pontját látjuk. A helyvektor Δt idő alatt
                    r(t)-ről r(t+ Δt)-re változik, mely elmozdulás jellemezhető a
                    Δr
                vektorral, de korábbi megállapításaink szerint a Δs skalárral is. Ha a Δt időt
                csökkentjük a Δr vektornak megfelelő szelő határértékben érintő irányú
                lesz:
2.9. egyenlet - 
[image: 2.2. Vetületi mozgás, kísérő triéder]


Belátható az is, hogy ha Δt→0-hoz, akkor:
2.10. egyenlet - 
[image: 2.2. Vetületi mozgás, kísérő triéder]


Így felírva az érintő irányú
                egységvektort:
2.11. egyenlet - 
[image: 2.2. Vetületi mozgás, kísérő triéder]


[image: 2.3. ábra. A pálya differenciális jellemzői]2.3. ábra. A pálya differenciális  jellemzői


A normál irányú egységvektor meghatározásához induljunk ki az
                    érintő irányú egységvektorból. Tudjuk, hogy az egységvektor
                    hossza:
2.12. egyenlet - 
[image: 2.2. Vetületi mozgás, kísérő triéder]


Differenciáljuk a 2.11. összefüggést
                s szerint.
2.13. egyenlet - 
[image: 2.2. Vetületi mozgás, kísérő triéder]


A 2.13. egyenletben szereplő skalárszorzat akkor ad
                zérus eredményt, ha a vektorok merőlegesek egymásra (illetve akkor, ha de/ds=0, vagyis
                az érintő irányú egységvektor állandó, azaz a pálya egyenes). Ha az érintő
                egységvektorra merőleges de/ds vektort 1-re normáljuk, akkor megkapjuk a normál
                irányú egységvektort:
2.14. egyenlet - 
[image: 2.2. Vetületi mozgás, kísérő triéder]


ahol a pálya pillanatnyi görbülete:
2.15. egyenlet - 
[image: 2.2. Vetületi mozgás, kísérő triéder]


Az e és n vektorok a
                    pálya simulósíkját
                    határozzák meg. Erre a simulósíkra merőleges a binormális egységvektor, mely az
                    e és
                    n
                    vektorok vektoriális szorzataként adható meg:
2.16. egyenlet - 
[image: 2.2. Vetületi mozgás, kísérő triéder]



2.3. Sebesség, pályasebesség, hodográf



A mozgó pont fontos mozgásjellemzője a sebesség. Sebességként értelmezzük a mozgástörvény
                idő szerinti első deriváltját:
2.17. egyenlet - 
[image: 2.3. Sebesség, pályasebesség, hodográf]


azaz, a sebesség megmutatja, hogy időben milyen gyorsan történik a pont
                helyváltoztatása. A sebesség vektormennyiség, és a 2.9.
                    egyenlet értelmezése szerint mindig érintő irányú. A sebesség SI szerinti
                származtatott alapmértékegysége a [m/s].
A vonatkoztatási
                        descartes-i koordinátarendszerben felírt mozgástörvény koordinátatengelyekre vett
                        vetületei összetevői egyszerűen deriválhatók – a koordináta egységvektorok
                        állandósága miatt – és a vetületi mozgások deriváltja a sebesség vetületeit adja,
                        azaz:
2.18. egyenlet - 
[image: 2.3. Sebesség, pályasebesség, hodográf]


Tudjuk, hogy a pont pillanatnyi helye megadható az s(t)
                pályabefutási törvénnyel is. A mozgástörvény deriváltja ezek alapján felírható,
                mint:
2.19. egyenlet - 
[image: 2.3. Sebesség, pályasebesség, hodográf]


Az [image: 2.3. Sebesség, pályasebesség, hodográf] skalár függvény szintén sebesség jellegű mennyiség, hiszen a pályabefutási
                törvény idő szerinti deriváltja. Ezt szokás pályasebességnek hívni.
A sebességvektorokat közös kezdőpontból felmérve (sebességi koordináta rendszer) a
                            sebességvektorok végpontját összekötő görbét hodográfnak nevezzük. Értelmezését a
                            2.4. ábra mutatja. A hodográf lehet folytonos, szakaszonként analitikus,
                            szakadásos vagy pontszerű.
[image: 2.4. ábra. Hodográf értelmezése]2.4. ábra. Hodográf értelmezése



2.4. Gyorsulás, pályagyorsulás



A sebességfüggvény deriválásával megkapjuk a gyorsulásfüggvényt:
2.20. egyenlet - 
[image: 2.4. Gyorsulás, pályagyorsulás]


A 2.19. egyenletből kiindulva elvégezhetjük a
                sebességfüggvény idő szerinti deriválását:
2.21. egyenlet - 
[image: 2.4. Gyorsulás, pályagyorsulás]


A 2.21. összefüggésben a [image: 2.4. Gyorsulás, pályagyorsulás] tag 2.14. szerint
                [image: 2.4. Gyorsulás, pályagyorsulás]; a [image: 2.4. Gyorsulás, pályagyorsulás] tag nem más mint a pályasebesség [image: 2.4. Gyorsulás, pályagyorsulás] ; az [image: 2.4. Gyorsulás, pályagyorsulás] pedig [image: 2.4. Gyorsulás, pályagyorsulás].
Így a gyorsulásfüggvény felírható:
2.22. egyenlet - 
[image: 2.4. Gyorsulás, pályagyorsulás]


A 2.22. egyenlet szerint a gyorsulásnak tehát van
                egy normális és egy tangenciális összetevője. A normális irányú összetevőt szokás
                normális vagy centripetális gyorsulásnak hívni, míg az érintő irányú összetevőt
                tangenciális vagy pályagyorsulásnak. A pályasebesség: [image: 2.4. Gyorsulás, pályagyorsulás] és pályagyorsulás: [image: 2.4. Gyorsulás, pályagyorsulás]
                jelöléseket bevezetve írhatjuk, hogy a pont gyorsulása:
2.23. egyenlet - 
[image: 2.4. Gyorsulás, pályagyorsulás]


ahol, an=v2/ρ és
                    at=a.
[image: 2.5. ábra. Tangenciális és normális gyorsulások]2.5. ábra. Tangenciális és normális gyorsulások


A sebesség értelmezhető úgy, mint a test helyzetének változása, mely
                helyzetváltoztatás mindig a mozgáspályán történik, így belátható, hogy a sebesség
                kizárólag a mozgáspálya érintőjének irányába mutathat. A gyorsulás ugyanakkor a
                sebesség megváltozását jelenti. Egy vektor változása viszont kétféle módon
                történhet. Egyrészt a vektor nagysága változhat meg, másrészt a vektor iránya. A
                sebességvektor nagyságának (a sebesség abszolút értékének) változását írja le a
                tangenciális gyorsulás (az at vektor, így a sebességvektor irányába ,
                azaz érintőirányba mutat). A sebességvektor irányának megváltozása a
                sebességvektorra merőleges irányú an szerint történik. Mintegy a
                normál irányú gyorsulás kibillenti a sebességet az eredeti irányából.
[image: 2.6. ábra. Foronómiai görbék]2.6. ábra. Foronómiai görbék


A műszaki gyakorlatban sok esetben nem egy abszolút vonatkoztatási rendszerben
                történő megadás érdekes, hanem egy adott pálya és az azon történő mozgás leírása
                (pl: autó mozgása az úton: miközben az út kanyarog, hegynek föl-le megy, számunkra a
                pályán való mozgás az érdekes az autó haladása szempontjából). Így gyakori, hogy a
                pályabefutási törvény: s(t), a pályasebesség:
                    v(t) és a pályagyorsulás a(t)=at(t) skalár-skalár
                függvényeket használjuk. Ezen függvények időbeni megjelenítésre használjuk az ún.
                    foronómiai
                    görbéket. Értelmezésüket ld. 2.6.
                    ábra.

PÉLDÁK ÉS FELADATOK



2.1. PÉLDA
Egy kocogó a folyópartról meglát két egymás után kapcsolt lassan
                                                haladó uszályt a vízen. Úgy dönt, hogy megméri a hajók hosszát. Az uszályokat
                                                utolérve elindítja stopperóráját és elfut a hajók mellett. Eközben megtesz 500
                                                lépést (lépésenként 70 cm). Amint az első hajó orrával egy vonalba ér megfordul
                                                és ellenkező irányban ismét elhalad a mozgó hajók mellett. Ebben az esetben a
                                                hajók mellett 200-at lép. A hajók melletti két elhaladás összes ideje: 210 s.
                                                Feltételezhetjük, hogy a futó mindkét irányban azonos, egyenletes sebességgel
                                                mozgott. Milyen hosszú egy-egy uszály, ha méretük azonos és mekkora sebességgel
                                                haladnak?
A futó és a hajó (a két hajó együtt mozog, így egyként kezeljük őket) is egyenletes mozgást
                                                    végez, azaz a sebességük állandó. Jelölje vf a futó, vh a hajó sebességét. A megtett út
                                                    egyenesen arányos a sebességgel, azaz s=vt. A
                                                    feladat megoldásához használjuk fel a mozgás foronómiai görbéi közül az út-idő
                                                    diagramot. Az alábbi ábra grafikusan szemlélteti a futó és a hajó (végpontjának)
                                                    mozgását.

[image: 2.1.1. ábra. A mozgás út-idő diagramja]2.1.1. ábra. A mozgás út-idő diagramja


A t1 időtartam alatt a futó a hajó
                                                        hosszával több utat tesz meg, mint a hajó végpontja (a hajó hosszát jelöljük
                                                        h-val. Eközben megtesz a=500 lépés · 0,7 m/lépés = 350 m utat. Majd
                                                        visszafordul és a korábbi sebességét megtartva ellenkező irányban megtesz b=200
                                                        lépés · 0,7 m/lépés =140 m utat.
Az út-idő diagram alapján felírhatjuk
                                                            az elmozdulásra az alábbi összefüggéseket:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A hajó sebessége a 4. egyenletből: [image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Az első két  egyenletből (behelyettesítve az 5. egyenletből t1-t):
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Így t2=60s és
                vf=350m/150s=2,33m/s
A hajó keresett hossza a 3.  egyenletből:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Tehát egy uszály hossza 100m.
2.2. FELADAT
Egyenes vonalú mozgást végző anyagi pont sebességét az idő
                    függvényében a 2.2.1. ábrán láthatjuk. Mekkora
                    utat fut be a pont a 0≤ t ≤ 11 s idő között? Rajzolja meg a gyorsulás-idő és
                    út-idő diagramokat! 
[image: 2.2.1. ábra. A mozgás sebesség-idő diagramja]2.2.1. ábra. A mozgás sebesség-idő diagramja


2.3. FELADAT
Az egyenes vonalú mozgást végző anyagi pont kezdősebessége v0=8 [m/s],
                                                                                    gyorsulása a 0≤ t ≤7 [s] intervallumban az a=3[m/s2]
                                                                                    + 0,5[m/s3]·t függvény szerint változik, majd ezt
                                                                                    követően 12 [s] alatt egyenletes lassulással megáll.
Írja fel a mozgást jellemző függvényeket és rajzolja meg a
                                                                                        mozgásábrákat a jellemző értékek feltüntetésével!

3. fejezet - Anyagi pont speciális mozgásai



Pontszerű test mozgásának általános leírására a mozgástörvény, a sebesség és a
            gyorsulás vektor-skalár függvények alkalmasak. Megkülönböztetünk azonban speciális
            mozgásformákat, melyek a mindennapi életben, vagy a gépészeti gyakorlatban kiemelt
            jelentőségűek. Ezekre az esetekre a szakirodalom az általános mozgást jellemző
            vektor-skalár függvények egyszerűsítését adja, megkönnyítve a problémamegoldást.
Az alábbiakban a teljesség igénye nélkül áttekintjük azokat a speciális mozgásokat,
            melyekre a műszaki szakirodalomban egyszerűsített megoldásokat találhatunk.
Egyenes menti (egyenes vonalú) mozgás, ahol a pályagörbe görbületi sugara ρ=∞ valamint a sebességvektor és a gyorsulásvektor is
            pályairányú. Lehet:
	álladó sebességű egyenes vonalú mozgás;

	állandó gyorsulású egyenes vonalú mozgás;

	harmonikus rezgőmozgás.



Síkmozgások, ahol a pályagörbe görbületi sugara ρ≠állandó, a sebességvektor és a gyorsulásvektor kölcsönös helyzete változó.
            Lehet:
	ferde hajítás;

	körmozgás.



Térbeli mozgások:
	csavarmozgás.



A továbbiakban részletesen áttekintjük a ferde hajítást, mint a hétköznapi életben
            igen gyakran előforduló mozgásformát, valamint a körmozgást, mint a gépészeti gyakorlat
            legjellemzőbb mozgásformáját. A rezgések műszaki jelentősége igen meghatározó, leírásuk
            azonban meglehetősen összetett, ezért ezek tárgyalása a későbbiek során külön
            fejezetekben történik
3.1. Ferde hajítás



Ferde hajításról akkor beszélünk, ha egy testet földi környezetben „eldobunk”. A
                testet ebben az esetben a függőleges irányú gravitációs állandó „gyorsítja”,
                vízszintes irányú mozgása egyenletes sebességű mozgás – ha eltekintünk a
                légellenállástól és egyéb környezeti hatásoktól (pl.: szél).
A mozgás felírható egy x-y koordináta
                rendszerben, ahol x a vízszintes, y a függőleges irányt jelöli. Az általános
                mozgásegyenletekből kiindulva a ferde hajítás mozgásjellemzői felírhatók.
A gyorsulás állandó (hazánk földrajzi szélességi fokán g=9,80852 m/s2).
3.1. egyenlet - 
[image: 3.1. Ferde hajítás]


A kezdő pillanatban a helyvektor és a sebességvektor:
3.2. egyenlet - 
[image: 3.1. Ferde hajítás]


Szétválasztható változójú differenciálegyenletet oldunk meg.
A változók szétválasztása után a sebesség függvény:
3.3. egyenlet - 
[image: 3.1. Ferde hajítás]


Hasonló eljárást követően a mozgástörvény:
3.4. egyenlet - 
[image: 3.1. Ferde hajítás]


Az x-y síkban történő mozgás felírható egyszerű
                skalár egyenletekkel (3.1-3.4. egyenletek kifejtése):
[image: 3.1. Ferde hajítás]
A ferde hajítás mozgáspályáját és mozgásjellemzőit szemlélteti a 3.1. ábra
           
[image: 3.1. ábra. Ferde hajítás]3.1. ábra. Ferde hajítás




3.2. Körmozgás



A gépészmérnöki gyakorlat talán legjellemzőbb mozgásformája a körmozgás. Körmozgás
                esetén a mozgó pont pályája kör, a pályagörbe görbületi sugara ρ=R állandó, a sebességvektor érintőirányú, a
                gyorsulásvektor helyzete változó. A mozgástörvény hengerkoordináta rendszerben
                értelmezhető (használjuk az ∣r̲∣=R jelölést):
3.5. egyenlet - 
[image: 3.2. Körmozgás]


[image: 3.2. ábra Körmozgás]3.2. ábra Körmozgás


A φ szögkoordináta jól jellemzi az x-y síkban R sugarú
                körpályán mozgó pont helyzetét, melynek sebessége – kiindulva a sebesség általános
                értelmezéséből (2.17.) és a körmozgásra felírt
                mozgástörvényből (3.5.) – az alábbiak szerint
                adódik:
3.6. egyenlet - 
[image: 3.2. Körmozgás]


ahol
3.7. egyenlet - 
[image: 3.2. Körmozgás]


bevezetve a [image: 3.2. Körmozgás]
                szögsebességet
                adódik, hogy:
3.8. egyenlet - 
[image: 3.2. Körmozgás]


A szögsebesség az időegység alatti szögelfordulást adja. Mértékegysége: [rad/s],
                de sok esetben csak [1/s]-ként adjuk meg, tudva, hogy az érték az egy másodperc
                alatt megtett szögelfordulást mutatja radiánban.
A bevezetett szögsebesség vektorként is értelmezhető: ω = ωk . Ez olyan vektort jelent, mely a körmozgás síkjára
                merőleges. Természetesen, a körmozgás tetszőleges koordinátarendszerben is
                értelmezhető (nem csak x-y síkban). Ebben az
                esetben is igaz, hogy a szögsebesség vektor a körmozgás síkjára merőleges, de ebben
                az esetben nem csak z, hanem x és y irány
                koordinátákkal is rendelkezik. A (3.8.)-ban felírt
                összefüggés pedig általános helyzetű körmozgás esetén így adódik:
3.9. egyenlet - 
[image: 3.2. Körmozgás]


A sebesség természetesen a korábban leírtak szerint a pálya tangenciális
                összetevőjének irányába mutat, azaz körpálya esetén érintő irányú.
Körmozgás esetén a gyorsulás meghatározásához deriváljuk a sebességet idő
                szerint.
3.10. egyenlet - 
[image: 3.2. Körmozgás]


A szögsebesség idő szerinti deriváltját (a szögsebesség időbeni megváltozását)
                szöggyorsulásként értelmezzük:
3.11. egyenlet - 
[image: 3.2. Körmozgás]


A (3.11.) valamint a (3.6.)-ból kifejezett (3.9.) egyenleteket
                behelyettesítve 3.10.-be kapjuk:
3.12. egyenlet - 
[image: 3.2. Körmozgás]


A kifejtési tételt alkalmazva a (3.12.) egyenlet
                átrendezhető az alábbi formába:
3.13. egyenlet - 
[image: 3.2. Körmozgás]


Síkmozgás esetén, amilyen a körmozgás is, az (ω⋅r)ω tag 0, mert a szögsebesség vektor merőleges a
                sugárra.
Így adódik:
3.14. egyenlet - 
[image: 3.2. Körmozgás]


Az összefüggés első tagját tangenciális gyorsulásnak nevezzük, mert az ε×r vektoriális
                szorzat mindig merőleges a sugárra és a körmozgás síkjába esik. Az összefüggés másik
                tagja a normális gyorsulás, mely minden esetben a körmozgás síkjában van és a kör
                középpontja felé mutat.
A tangenciális (pályamenti) gyorsulás:
3.15. egyenlet - 
[image: 3.2. Körmozgás]


A normális (centripetális) gyorsulás:
3.16. egyenlet - 
[image: 3.2. Körmozgás]


A gépészeti gyakorlatban az egyenletes szögsebességgel (ε=0) körpályán történő mozgás leírására nem elsősorban a
                szögsebességet, hanem a fordulatszámot használjuk, mely az időegység alatt
                megtett fordulatok számát adja. Jele: n,
                mértékegysége [1/s], de gyakran a villanymotoroknál szokásos percenkénti
                fordulatszámot adjuk meg [1/min] mértékegységgel. Szokás a másodpercenként végzett
                fordulatok számát frekvenciának, míg a percenként végzett fordulatok
                számát fordulatszámnak nevezni. A kerengési idő (jele: T, mértékegysége [s]) pedig a fordulatszám (frekvencia)
                reciproka:
3.17. egyenlet - 
[image: 3.2. Körmozgás]


Álló
                    helyzetből állandó szöggyorsulással körpályán mozgó test kinematikai viszonyait
                    mutatja az 1. animáció (készítette Mayer András György hallgató)

PÉLDÁK ÉS FELADATOK



3.1. PÉLDA
Egy tömegpontot "v0" sebességgel,
                    "α" szög alatt indítunk az origóból. Mekkora volt a kezdősebessége és milyen „H”
                    magasságot képes elérni, ha a kilövési helytől „L” távolságra csapódik be? A
                    légellenállástól és a felhajtóerőtől tekintsünk el, g=9,81
                        m/s2 állandónak vehető.
α = 75°;   L = 800 m 
[image: 3.1.1. ábra. Ferde hajítás mozgáspályája]3.1.1. ábra. Ferde hajítás mozgáspályája


[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
2. animáció: Ferde hajítás mozgáspályája (készítette Schwarcz Martin hallgató)
A pontszerű test mozgását vizsgálhatjuk a vízszintes és függőleges irányú mozgások
                összegeként. Vízszintes irányban egyenletes mozgást végez a tömegpont (a
                légellenállást elhanyagoltuk, hajtóerő nincs, így gyorsulása zérus), míg
                függőlegesen a gravitációs erőtér lassítja a mozgását, így egyenletesen változó
                mozgásként kezelhetjük. A vízszintes (x) és
                függőleges (y) irányokban az alábbi kinematikai
                egyenletekkel jellemezhetjük a test mozgását:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Az s0x és s0y értéke zérus, mivel a
                kilövés helye az origóban van. A megadott adatok alapján a becsapódás T időpillanatában a test a kiinduló helytől L távolságra van, azaz:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Tudjuk továbbá, hogy a becsapódás magassága megegyezik a kiinduló magassági
                szinttel:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A mozgáspálya szimmetrikus, így a maximális magasságot a test a T/2 időpillanatban éri el. (A maximális magassághoz
                tartozó időpillanatot meghatározhatjuk abból a feltételből is, hogy akkor v0y=0.)
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
3.2. FELADAT
Egy „H” magasságú torony alján és tetején két ember
                    egyszerre dob fel egy-egy követ. A fent lévőt jelöljük „A”-val, a lentit
                    „B”-vel. A két kő függőleges kezdősebességei: v0A=10 m/s
                    és v0B=15 m/s. A két kő egyszerre ér földet (a
                    gravitációs gyorsulás g=10 m/s2-nek vehető). Milyen
                    magas a torony?
3.3. PÉLDA
Koronglövészeten (agyaggalamb lövészet) a korong kilövési
                    helye a sportolótól 70 m-re, tőle jobbra 30 m-re helyezkedik el (ábrán B ponttal
                    jelölve). Innen 45°os kilövési szögben, 25 m/s kezdősebességgel lövik ki a
                    korongot. Az A pontban álló „vadász” a kilövése után 2 s-val süti el puskáját.
                    50 m-rel a kilövési ponttól eltalálja a korongot. Milyen szögben tartotta
                    puskáját a vízszinteshez képest és mekkora a puskagolyó torkolati (indulási)
                    sebessége? (A gravitációs együttható g=9,81 m/s2; a
                    légellenállástól tekintsünk el.)
[image: 3.3.1. ábra. Koronglövészet kinematikai modellje]3.3.1. ábra. Koronglövészet kinematikai modellje


Mindkét pontszerű test (a korong és a puskagolyó) is síkmozgást végez. Eltekintve
                a légellenállástól a talajjal párhuzamos mozgásuk egyenletes mozgás, míg a
                függőleges irányú mozgásuk egyenletesen változó mozgás. Jelöljük a korong („galamb”)
                kilövési sebességét vG0-val, a puskagolyóét vP0-val, az időt a korong kilövési
                pillanatától számoljuk. Az x-y-z koordináta
                rendszerben felírva a két test elmozdulásait az alábbi egyenletekhez jutunk (az
                indexelésben G a „galamb”, P a puskagolyó jelölése).
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Tudjuk, hogy 50 m után éri találat a céltárgyat, így:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
ahol t1 jelöli a becsapódás időpillanatát. Ebben a
                pillanatban a test magassága:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A becsapódás pillanatában a puskagolyó helye is ismert:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Beírva a puskagolyó elmozdulás függvényeibe:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A három egyenletből a 2. és 3. felhasználásával adódik a megoldás:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
3.4. FELADAT
Egy v0 sebességgel indított
                    tömegpont a kilövés helyétől L távolságra v1 sebességgel
                    halad, ahol a sebességvektor vízszintessel bezárt szöge β. Mekkora volt az α
                    kilövési szög és a v0 kezdősebesség? Milyen H magasságban
                    van a tömegpont?
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
3.5. PÉLDA
Egy környezetbarát, kis energiafogyasztású, magas
                    fordulatszámon üzemelő háztartási berendezés maximális üzemi fordulatszáma 12
                    000 fordulat/perc. A forgórész (korong) álló helyzetből 50
                        rad/s2 állandó szöggyorsulással gyorsul. Mennyi
                    idő alatt éri el az üzemi fordulatszámot? Hány teljes fordulatot tesz meg
                    addig?
A korong egyenletesen gyorsuló forgást végez. Mozgásegyenletei az alábbiak:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A mozgásegyenletekben az ω0 értéke zérus, mert álló helyzetből indul a
                forgás; φ0 ugyancsak
                zérus, mert a kiindulás pillanatától kezdjük mérni a szögelfordulást. A korong üzemi
                fordulatszámából számított üzemi szögsebessége:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A mozgásegyenletből az üzemi fordulatszám eléréséhez szükséges t1 idő:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A t1 idő alatt megtett
                fordulatok száma:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A teljes körülfordulások száma: [image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
3.6. FELADAT
Egy tömegpont körpályán, álló helyzetből ε=0,01
                        rad/s2 szöggyorsulással kezd el mozogni. Mennyi
                    idő múlva zár be a pont gyorsulásvektora 75°-os szöget a
                    sebességvektorral?
3.7. FELADAT
Lassú járású szélgenerátor esetén a lapát kerületi
                    sebességének és a szélsebességnek az aránya λ=3. A telepítés helyén az átlagos
                    szélsebesség 6 m/s. A generátor üzemi fordulatszáma az átlagos szélsebességen
                    900/min. Mekkora rotor átmérője?

4. fejezet - Merev test kinematikája



4.1. Merev test mozgása



Testek mozgása során sok esetben a test mérete elhanyagolható a vizsgált rendszer (vagy a
                mozgás „kiterjedésének”) méreteihez képest (pl.: az előző fejezetben vizsgált ferde hajítás
                legtöbb esetben ilyen), de gépeink, gépelemink mérete általában nem engedi meg ezt a közelítést.
                Ezekben az esetekben a test kiterjedését is fegyelembe kell vennünk. Vizsgálataink jelen esetben
                kizárólag merev testekre terjednek ki.
A merev testek jellemzője, hogy méretük és alakjuk a mozgás során állandónak
                tekinthető. Azaz egy merev test esetén elmondható, hogy bármely két pontjának
                távolsága állandó. A test mozgásának vizsgálatához elég három, nem egy egyenesbe eső
                pont (legyen A, B és C) mozgását nyomon követnünk. A három pont egyenként 3-3
                szabadságfokkal rendelkezik a térben. Mivel a pontok helyzete egymáshoz képeset
                kötött, így felírható a testre 3 kötöttségi egyenlet:
4.1. egyenlet - 
[image: 4.1. Merev test mozgása]


4.2. egyenlet - 
[image: 4.1. Merev test mozgása]


4.3. egyenlet - 
[image: 4.1. Merev test mozgása]


A 3 pont térben számolt szabadságfokainak összege 9 (egyenként 3), melyből a 3 kötöttségi
                feltételt levonva kapjuk, hogy a test szabadságfoka térben 6. Szemléletesebben, a test
                mozgásának leírásához nyomon kell kövessük egy pontjának mozgását a 3 koordinátatengely mentén,
                valamint 3 tengely körüli forgását. (Meg kell jegyezzük, hogy a forgatás leírása nem a
                koordinátatengelyek körül történik, mert ezek nem független mozgások, hanem az ún. Euler-szögek
                segítségével; ezek felírása azonban túlmutat a tananyag keretein.).
[image: 4.1. ábra. Merev test mozgásának leírása a térben]4.1. ábra. Merev test mozgásának leírása a térben




4.2. Merev test sebességállapota



A test sebességének vizsgálatához a 3 kiválasztott pont mozgását vizsgáljuk. A 4.1.
                egyenletből kiindulva és elvégezve az idő szerinti deriválást felírhatjuk, hogy:
4.4. egyenlet - 
[image: 4.2. Merev test sebességállapota]


[image: 4.2. ábra. Merev test sebességviszonyai]4.2. ábra. Merev test sebességviszonyai


A rAB vektor nagyságát tekintve
                állandó (mert az A és B pont távolsága a merevtest-definíció miatt állandó), ebből
                belátható, hogy az A és B pont sebességének normál irányú (4.2.
                        ábrán
                n-nel
                jelölve) vetülete megegyezik. Egyszerűbben fogalmazva, a B pont A-hoz viszonyítva csak az
                rAB sugarú körön tud
                elmozdulni, azaz A-hoz viszonyítva forgó mozgást
                végez. A forgó mozgás leírására korábban már bevezettük a szögsebességet. Ezt
                alkalmazva egy merev test tetszőleges két pontja között az alábbi általános
                összefüggés írható fel:
4.5. egyenlet - 
[image: 4.2. Merev test sebességállapota]


Az így felírt szögsebesség a testre jellemző szögsebesség, mert egy merev test csak
                egyféle forgást tud végrehajtani, hiszen alakja nem torzul a mozgás során, azaz
                ωAB=ω, ahol az ω szögsebesség a merev test forgását jellemző
                mennyiség.
A testre vonatkozó szögsebesség értelmezése az alábbi megfontolásokkal bizonyítható.
A test bármely két pontja között felírható a 4.5
                összefüggés, így nem csak AB, hanem
                AC és BC
                között is.
4.6. egyenlet - 
[image: 4.2. Merev test sebességállapota]


4.7. egyenlet - 
[image: 4.2. Merev test sebességállapota]


A 4.1. ábrából kiindulva az A, B, C pontok egymáshoz
                való viszonyára felírható, hogy:
4.8. egyenlet - 
[image: 4.2. Merev test sebességállapota]


Majd a deriváltakra:
4.9. egyenlet - 
[image: 4.2. Merev test sebességállapota]


4.10. egyenlet - 
[image: 4.2. Merev test sebességállapota]


4.10.-be
                behelyettesítve 4.8.-t, majd rendezve az egyenletet kapjuk, hogy:
4.11. egyenlet - 
[image: 4.2. Merev test sebességállapota]


4.12. egyenlet - 
[image: 4.2. Merev test sebességállapota]


Mivel rAB és rBC
                tetszőlegesek, ezért a szögsebességek különbségének kell 0-nak lenni, ami azt jelenti,
                hogy:
4.13. egyenlet - 
[image: 4.2. Merev test sebességállapota]


A vA és ω ismeretében a merev test
                minden pontjának meg tudjuk határozni a sebességét; egy tetszőleges ponthoz pedig
                fel tudunk írni egy vektorkettőst: [image: 4.2. Merev test sebességállapota].
A test teljes pillanatnyi sebességállapotának leírására az összes pontban felírt
                sebességekből kapott vektormező alkalmas.

4.3. Merev test gyorsulásállapota



A merev test két pontja között felírt összefüggésből kiindulva (4.5. egyenlet) felírhatjuk a pontokra vonatkozó
                gyorsulásokat.
4.14. egyenlet - 
[image: 4.3. Merev test gyorsulásállapota]


Mivel a szögsebesség idő szerinti deriváltja a szöggyorsulás, és [image: 4.3. Merev test gyorsulásállapota], így felírható,
                hogy
4.15. egyenlet - 
[image: 4.3. Merev test gyorsulásállapota]


A 4.15. összefüggés egyes tagjait vizsgálva
                felismerhetjük a pontszerű test körmozgásánál levezetett összefüggéseket. Belátható,
                hogy a merev test két pontjának állandó távolságából adódóan egy tetszőleges
                B pont A körül – A-hoz viszonyítva – körpályán mozog, így a körmozgásra jellemző
                tangenciális és centripetális gyorsuláskomponensek felismerhetők (ld.: 3.2. fejezet).

4.4. Merev test elemi és véges mozgásai



Merev test mozgásállapotának leírását az előzőekben vázolt sebesség és gyorsulásmező
                felírásával tehetjük. A sebességállapot leírására alapozva azonban megkülönböztetünk
                olyan alapvető mozgásformákat, melyeket elemi mozgásoknak nevezünk.
Vizsgáljuk meg az [image: 4.4. Merev test elemi és véges mozgásai] vektorkettős skalár invariánsát:
Az [image: 4.4. Merev test elemi és véges mozgásai], több esetben is fennáll.
	Ha mindkét mennyiség zérus, akkor a test nyugalomban van.

	Ha ω=0, de vA≠0,
                        akkor elemi haladó
                            mozgásról (transzláció) beszélünk és a test
                        minden pontjának sebességvektora azonos.

	Ha ω≠0, de vA=0,
                        akkor elemi forgó
                            mozgásról (rotáció) beszélünk az A-n átmenő
                        tengely körül.

	Ha ω≠0 és vA≠0,
                        de [image: 4.4. Merev test elemi és véges mozgásai], ugyancsak
                        elemi forgó
                            mozgást jelent, de ebben az esetben a
                        forgástengely nem megy át A-n.



A forgástengely egy pontját P-vel jelölve felírhatjuk, hogy:
4.16. egyenlet - 
[image: 4.4. Merev test elemi és véges mozgásai]


Az rAP vektort a forgástengellyel
                merőleges és párhuzamos komponensekre bontva (ld.: 4.3.
                    ábra) a 4.16. átalakítható az alábbi formában:
4.17. egyenlet - 
[image: 4.4. Merev test elemi és véges mozgásai]


Balról vektoriálisan szorozva a szögsebességgel, majd rendezve megkapjuk azt az
                [image: 4.4. Merev test elemi és véges mozgásai] -t, mely kijelöli az A pont pillanatnyi forgási
                síkjában a forgásközéppont helyét (4.3. ábrán
                C-vel jelölve):
4.18. egyenlet - 
[image: 4.4. Merev test elemi és véges mozgásai]


4.19. egyenlet - 
[image: 4.4. Merev test elemi és véges mozgásai]


[image: 4.3. ábra. Elemei forgómozgás]4.3. ábra. Elemei forgómozgás


Az ω⋅vA≠0 jelenti a
                merev test legáltalánosabb elemi mozgását az ún. elemi csavarmozgást. Ebben az esetben a
                tetszőleges A pont sebessége felbontható egy szögsebesség-vektorral párhuzamos és rá
                merőleges komponensre: [image: 4.4. Merev test elemi és véges mozgásai]. Az első tag egy ω szögsebességű elemi forgás, a
                második ω
                irányú elemi haladás. Az elemi forgásnál levezett megfontolások szerint itt is
                felírható az A-ból a pillanatnyi forgástengelybe mutató vektor.
4.20. egyenlet - 
[image: 4.4. Merev test elemi és véges mozgásai]


Ezt a tengelyt csavartengelynek, vagy centrális egyenesnek
                hívjuk.
Merev testek mozgásának leírása során az eddigiekben pillanatnyi mozgásállapotokat
                vizsgáltunk. A gépészeti gyakorlatban ez a szemléletmód kielégítő megoldásokhoz
                vezet, annak ellenére, hogy a testek mozgása véges időtartamban történik. Testek
                véges
                    mozgásán elemi mozgások egymásutánját értjük.
A legfontosabb véges mozgásokat az alábbiakban felsorolásszinten foglaljuk össze:
	Véges haladó
                        mozgás, amikor a test szögsebessége és
                        szöggyorsulása a vizsgált időintervallum során mindvégig zérus. A test elemi
                        transzlációs mozgások sorát hajtja végre.

	Álló tengely körüli
                        forgás. Ebben az esetben olyan elemi
                        forgómozgások sorozata valósul meg, amelyek forgástengelye közös.

	Gömbi, vagy szférikus
                        mozgás esetén a szögsebesség vektora minden
                        időpillanatban ugyanarra a pontra illeszkedik.

	Síkmozgás
                        esetén a vizsgált időtartamban a szögsebesség vektor iránya
                        változatlan.

	A véges
                        csavarmozgás elemi csavarmozgások sorozat.

	A legáltalánosabb véges mozgás az előbb felsorolt véges mozgások egymás utáni
                        kombinációjaként értelmezhető.




5. fejezet - Merev test síkmozgásállapota



5.1. Merev test síkmozgása; alapfogalmak



Síkmozgást végez egy test, ha van olyan sík, mellyel a vizsgált időtartamban a test
        minden pontja párhuzamosan mozog. Síkmozgás esetén a vizsgált véges időtartamban a
        forgástengelyek párhuzamosak egymással és merőlegesek az ún. alapsíkra.
[image: 5.1. ábra. Merev test síkmozgásának alapfogalmai]5.1. ábra. Merev test síkmozgásának alapfogalmai


Az álló alapsík a
        vonatkoztatási koordinátarendszerben definiált olyan sík, mellyel párhuzamos a test mozgása.
        A test egy jellemző síkmetszetéhez (ez a síkmetszet reprezentálja a testet a kinematikai
        vizsgálat során) rögzített – az álló alapsíkkal párhuzamos – síkot mozgó alapsíknak nevezzük. A véges mozgás
        során a pillanatnyi forgástengely mindig merőleges az alapsíkokra. Az álló alapsíkon a
        forgástengely döféspontjai által megrajzolt görbe az álló pólusgörbe. (A forgástengely meghatározása
        részletesen az elemi forgómozgás leírásánál, a 4.4. fejezetben található.) A mozgó alapsíkon
        is meghatározható minden időpillanatban a forgástengely döféspontja, így a mozgás során itt
        is kirajzolódik egy görbe, melyet mozgó
            pólusgörbének nevezünk. A pillanatnyi forgástengely mozgó alapsíkon megjelenő
        döféspontja a pillanatnyi sebességpólus (pillanatnyi forgásközéppont, momentán pólus, vagy
        momentán centrum); az 5.1. ábrán ezt a P pont jelöli. A pillanatnyi sebességpólus értelmezhető úgy is,
        mint az egymáson legördülő álló és mozgó pólusgörbe pillanatnyi érintkezési pontja.


5.2. Merev test sebességállapota síkmozgás esetén



A test sebességállapotának vizsgálata a mozgás síkjában történhet. Az elemi
        forgómozgásnál felírt, a 4.20. összefüggéssel számolható, a
        pillanatnyi forgástengelybe mutató vektor a mozgás síkjában értelmezve az alábbi egyszerű
        összefüggéssel:
5.1. egyenlet - 
[image: 5.2. Merev test sebességállapota síkmozgás esetén]


Mivel a pillanatnyi forgástengely ismeretében bármely pont mozgása elemi forgómozgásként
        fogható fel, így a síkmozgást végző test bármely pontjában felírható a sebesség az alábbi
        skalár összefüggéssel:
5.2. egyenlet - 
[image: 5.2. Merev test sebességállapota síkmozgás esetén]


A sebességvektor minden esetben a P pontból az adott
                pontba húzott sugárra merőleges és forgásiránya megegyezik a pillanatnyi
                szögsebesség által definiált forgásiránnyal (a test P körül ω-nak megfelelően forog).
                A P pontból a test összes pontjának
          sebességvektora azonos [image: 5.2. Merev test sebességállapota síkmozgás esetén] szög alatt látszik.
[image: 5.2. ábra. Merev test síkmozgásának sebességállapota]5.2. ábra. Merev test síkmozgásának sebességállapota


Természetesen a test két tetszőleges pontja között továbbra is érvényes a 4.5.-ös általános összefüggés.
5.3. egyenlet - 
[image: 5.2. Merev test sebességállapota síkmozgás esetén]



5.3. Merev test gyorsulásállapota síkmozgás esetén



A pillanatnyi sebességpólushoz hasonlóan a gyorsulások tekintetében is találhatunk olyan
        pontot, ami pillanatnyi forgáspontnak tekinthető. Az 5.3. ábrán ezt G pont jelöli. A G pont neve pillanatnyi
        gyorsuláspólus. Ennek a pontnak a gyorsulása zérus. A pillanatnyi gyorsuláspólus nem feltétlenül esik egybe
        a sebességpólussal. Természetesen, lehetnek olyan speciális mozgásformák (pl.: rögzített
        pont körüli forgás), vagy mozgási pillanatok, amikor a két pont megegyezik.
[image: 5.3. ábra. Merev test síkmozgásának gyorsulásállapota]5.3. ábra. Merev test síkmozgásának gyorsulásállapota


A gyorsuláspólus jellemzője, hogy a gyorsuláspólusból minden pont gyorsulása azonos
          β szöget zár be az adott pontba a gyorsuláspólusból
        húzott helyvektorral. A gyorsuláspólus távolsága és a β
        az alábbi összefüggésekkel határozhatók meg:
5.4. egyenlet - 
[image: 5.3. Merev test gyorsulásállapota síkmozgás esetén]


5.5. egyenlet - 
[image: 5.3. Merev test gyorsulásállapota síkmozgás esetén]


A 4.15. számú egyenlet a gyorsulások általános leírását
        adja egy merev test két pontja között. Ez síkmozgás esetén az alábbi formában
        egyszerűsödik:
5.6. egyenlet - 
[image: 5.3. Merev test gyorsulásállapota síkmozgás esetén]


Ha az 5.6. egyenletben a G gyorsuláspólust vesszük vonatkoztatási pontnak, akkor az egyenlet 5.7. szerint alakul.
5.7. egyenlet - 
[image: 5.3. Merev test gyorsulásállapota síkmozgás esetén]


Ebben az összefüggésben a tiszta forgómozgáshoz hasonlóan (ld. 3.
          fejezet) a gyorsulás felbontható két összetevőre. Az aAt
        tangenciális és az aAcp centripetális összetevő az 5.6. és 5.7. szerint értelmezhető,
        ahol a centripetális gyorsulás mindig a gyorsuláspólusba mutat, míg a tangenciális összetevő
        merőleges a gyorsuláspólusból a tetszőleges A pontba
        húzott „sugárra”, és minden esetben a szöggyorsulásnak (ε) megfelelően forgat G körül.
5.8. egyenlet - 
[image: 5.3. Merev test gyorsulásállapota síkmozgás esetén]


5.9. egyenlet - 
[image: 5.3. Merev test gyorsulásállapota síkmozgás esetén]



5.4. Pólusvándorlás, görbületi sugár, inflexiós és tangens kör



Az alábbiakban néhány olyan összefüggést foglalunk össze, melyek jellemzőek merev test
        síkmozgására és annak mélyebb megértését jellemzését adják.
Korábban megállapítottuk, hogy pillanatnyi sebességpólus a mozgó és álló pólusgörbe
        pillanatnyi érintkezési pontja. Láttuk azt is, hogy a sebességpólus helye az álló és a mozgó
        alapsíkon egyaránt változik időben. Ez az időbeni mozgás – anyagi pont mozgásához hasonlóan
        - leírható egy sebességgel. Ezt a sebességet a pólusvándorlás sebességének nevezzük. Az 5.4. ábrán
        u jelöli ezt a
        sebességet, mely a mozgás adott időpillanatában mindkét pólusgörbének közös érintője.
[image: 5.4. ábra. A pólusvándorlás sebessége]5.4. ábra. A pólusvándorlás sebessége


Korábban megállapítottuk azt is, hogy a sebességpólus és a gyorsuláspólus nem
        feltétlenül esnek egybe, így a pillanatnyi sebességpólus rendelkezhet gyorsulással. A
        sebességpólus gyorsulása és a pólusvándorlás sebessége között összefüggés van.
5.10. egyenlet - 
[image: 5.4. Pólusvándorlás, görbületi sugár, inflexiós és tangens kör]


Sok esetben a gyorsulások (vagy legalább azok irányának) megállapítása nem egyértelmű,
        viszont a pólusvándorlás sebességének iránya igen. (Ilyen eset lehet a gördülő kerék,
        melynek sebességpólusa minden pillanatban az útpályával érintkező pont – mert csúszásmentes
        gördülés esetén az úttal érintkező pont sebessége megegyezik az útpálya zérus sebességével.
        Ebben az esetben a pólusvándorlás sebessége minden pillanatban az útpálya érintője.)
A merev test egy tetszőleges pontjában a görbületi sugár meghatározása szintén fontos
        lehet. Ennek meghatározását adja az Euler-Savary tétel. Az 5.5.
          ábra mutatja, hogy a sebességpólus az A pont
          ρA görbületi sugarát két részre
        osztja, melyekre felírható a következő összefüggés:
5.11. egyenlet - 
[image: 5.4. Pólusvándorlás, görbületi sugár, inflexiós és tangens kör]


A görbületi sugár pedig:
5.12. egyenlet - 
[image: 5.4. Pólusvándorlás, görbületi sugár, inflexiós és tangens kör]


[image: 5.5. ábra. Tetszőleges pont pályagörbéjének pillanatnyi görbületi sugara]5.5. ábra. Tetszőleges pont pályagörbéjének pillanatnyi görbületi sugara



PÉLDÁK ÉS FELADATOK



5.1. PÉLDA
A 5.1.1. ábrán vázolt merev
          test súlypontjának ismerjük sebességét, gyorsulását, valamint adott a test szögsebessége
          és szöggyorsulása: vS=5 m/s; aS=10
            m/s2; ω=4 rad/s; ε=8 rad/s2; a
          gyorsulásvektor ábra szerint jelölt szöge: α=30°. A téglalap alakú test oldalai: a=2m,
          b=1m. Határozza meg az A és B jelű pontok sebességét és gyorsulását, valamint a
          sebességpólus és gyorsuláspólus helyét!
[image: 5.1.1. ábra. Merev test síkmozgása]5.1.1. ábra. Merev test síkmozgása


A test mozgásállapota ismert, hiszen ismerjük egy pontjának sebességét és gyorsulását,
        valamint a test szögsebességét és szöggyorsulását. Így bármely pont sebessége és gyorsulása
        meghatározható.
A súlypontból kiindulva határozzuk meg az A és
          B pont sebességét.
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A sebességpólus helyének meghatározásához használjuk fel, hogy a sebességpólus sebessége
        zérus, így a sebességpólus távolsága a test egy tetszőleges pontjától:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Továbbá tudjuk, hogy bármely pont sebességvektora (így a súlypont sebessége is)
        merőleges a sebességpólusból az adott pontba (jelen esetben súlypont) húzott szakaszra és a
        sebességvektor irány a sebességpólus körül ω-nak
        megfelelő. Ezek alapján a test sebességpólusát és a kijelölt pontok sebességét az 5.1.2. ábra szemlélteti.
[image: 5.1.2. ábra. Merev test síkmozgása]5.1.2. ábra. Merev test síkmozgása


A sebességpólus ismeretében ellenőrizhető az A és
          B pontban meghatározott sebesség, mert:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
ahol a PB távolságot a P-ből B-be mutató vektor koordinátáiból
        határozzuk meg.
A sebességvektorok iránya a sebességpólus körül a szögsebesség vektornak megfelelő, azaz
        az A és B pontok
        sebességvektora az óramutató járásával megegyezően forog P körül.
A sebességpólus helye meghatározható tisztán analitikusan is. Ebben az esetben a
        sebességpólust úgy kezeljük, mint a test egy tetszőleges pontját, melyre bármely pontból
        felírva igaz a merev test két pontja közötti sebességkapcsolat.
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Ezzel megkaptuk a súlypontból a sebességpólusba mutató vektor koordinátáit.
A gyorsulásállapot és a gyorsuláspólus szintén meghatározható analitikusan a test két
        pontja közötti gyorsulás összefüggést használva.
Az A és B pontok
        gyorsulása a sebességeikből:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A gyorsuláspólus koordinátái a sebességpólushoz hasonlóan:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Határozzuk meg a gyorsuláspólust abból kiindulva, hogy a gyorsuláspólus távolsága egy
        adott ponttól meghatározható a pont gyorsulásának ismeretében:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Azaz a gyorsuláspólus az S ponttól 0,56 m-re van (ez
        azon pontok helye a síkon, mely az S középpontú 0,56 m
        sugarú körön vannak). Ezen pontok közül csupán az egyik a valódi gyorsuláspólus. Ennek
        kijelöléséhez használjuk fel, hogy az S pont gyorsulás vektora β szöget zár be a gyorsuláspólusból az S-be
        húzott szakasszal. Felmérve β-t, négy pontot kapunk a
        0,56 m sugarú körön 5.1.3. ábra szerint.
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
[image: 5.1.3. ábra. A gyorsuláspólus meghatározása]5.1.3. ábra. A gyorsuláspólus meghatározása


A kör és a két egyenes metszéspontjait jelöljük G1-G4 pontokkal. ezek közül
        csupán az egyik a valódi gyorsuláspólus. Ennek eldöntésére az alábbi megfontolásokat
        tehetjük: az S pont gyorsulását centripetális és tangenciális összetevőkre bontva fen kell
        álljon a következő:
	a centripetális összetevő G-be mutat: ez alapján
            kizárható a G1 és G2 pont.

	a tangenciális összetevő G körül ε-nak
            megfelelően mutat: ez alapján kizárható G3.



Így a gyorsuláspólus a G4 jelű
        pont.
A test gyorsulásállapotát mutatja az 5.1.4. ábra
        B pont esetében feltüntetve a centripetális és
        tangenciális összetevőket.
[image: 5.1.4. ábra. A test gyorsulásállapota]5.1.4. ábra. A test gyorsulásállapota


5.2. FELADAT
Vízszintes talajhoz képest 120°-os szöget bezáró támfalhoz 3 m
          hosszú létra támaszkodik. A létra vízszintessel bezárt szöge 45°. A létra az oldalfalon 5
          m/s sebességgel megcsúszik. Mekkora lesz a sebessége a talajon lévő
        pontnak?

6. fejezet - Relatív mozgások kinematikája



6.1. A relatív mozgás fogalma



Vonatkoztatási rendszerünk az eddigiek során minden esetben rögzített
                koordinátarendszer volt. A gépészeti gyakorlatban sokszor előfordul, hogy egy-egy
                test mozgását egy másik – ugyancsak mozgó – testhez viszonyítva viszonylag
                egyszerűen le tudjuk írni. (Ilyen lehet egy rúdon csúszó dugattyú mozgása, mely a
                rúdon kizárólag rúdirányban tud elmozdulni, viszont mozgása meglehetősen összetett,
                ha pl. a rúd forog; de ugyanilyen lehet a vonaton sétáló ember, akinek mozgása a
                vonathoz képest viszonylag egyszerűen leírható.) Fontos azonban, hogy az „álló”
                vonatkoztatási rendszerünkben is ismerjük a test mozgásjellemzőit.
Ebben az esetben úgy járunk el, hogy a mozgó testhez rögzítünk egy
                koordinátarendszert (továbbiakban kr.). A kr.-k egymáshoz való viszonyát és az így
                felírható sebesség és gyorsulásviszonyokat részletezzük ebben a fejezetben.
A 6.1. ábra egy pont leírását mutatja. Az (1)
                jelű, álló x-y-z vonatkoztatási kr.-ben az A pont
                helyét az r(t) helyvektor adja. Az A pont
                helyvektora felírható az álló kr.-hez képest mozgó (2) jelű, ζ-η-ξ tengelyekkel jellemzett mozgó kr.-ben is. Ezt jelöli ρ(t). A két helyvektor között az alábbi kapcsolat áll
                fent:
6.1. egyenlet - 
[image: 6.1. A relatív mozgás fogalma]


ahol rΩ a mozgó kr. origójába
                mutató helyvektor az álló kr.-ben értelmezve.
[image: 6.1. ábra. Relatív vonatkoztatási rendszerek]6.1. ábra. Relatív vonatkoztatási rendszerek


Vizsgáljuk meg a továbbiakban a pont sebesség és gyorsulásviszonyait.


6.2. Sebességállapot relatív mozgás esetén



Végezzük el a helyvektor idő szerinti deriválását.
6.2. egyenlet - 
[image: 6.2. Sebességállapot relatív mozgás esetén]


A felírt összefüggés az alábbi formában adja a sebességeket:
6.3. egyenlet - 
[image: 6.2. Sebességállapot relatív mozgás esetén]


A [image: 6.2. Sebességállapot relatív mozgás esetén] tag a (2) kr.-ben felírva az A pont sebességvektorát jelenti,
                viszont a 6.3. összefüggés az (1) jelű kr.-ben
                értelmezi az időbeni változást, így a [image: 6.2. Sebességállapot relatív mozgás esetén] tag a (2) kr. (1)-hez képesti forgása miatt (melyet jellemezzen az
                ω szögsebesség) az alábbi formában fejthető ki az (1) kr.-ben:
6.4. egyenlet - 
[image: 6.2. Sebességállapot relatív mozgás esetén]


A [image: 6.2. Sebességállapot relatív mozgás esetén] tag az A pont sebességét jelenti a (2) kr.-ben, melyet nevezzünk
                relatív
                    sebességnek és jelölje vr. A 6.3. összefüggés így átírható az alábbi
                formában:
6.5. egyenlet - 
[image: 6.2. Sebességállapot relatív mozgás esetén]


A 6.5.-es
                egyenletben az vΩ+ω×ρ összefüggés
                tulajdonképpen a mozgó kr.-hez rögzített tér (a gyakorlatban mozgó test, melyhez
                képest az A pont mozgását vizsgáljuk) azon
                pontjának sebességét jelenti, mely a vizsgált időpillanatban A-val fedésben van. Ezt
                a tagot szállító
                    sebességnek nevezzük és vsz-el
                jelöljük.
Tehát az álló (1) kr.-ben egy pont sebessége felírható az alábbi
                összefüggéssel:
6.6. egyenlet - 
[image: 6.2. Sebességállapot relatív mozgás esetén]



6.3. Gyorsulásállapot relatív mozgás esetén



A relatív mozgás gyorsulásállapotának felírásához a sebességállapot leírására
                szolgáló egyenlet idő szerinti differenciálásával jutunk el.
6.7. egyenlet - 
[image: 6.3. Gyorsulásállapot relatív mozgás esetén]


A [image: 6.3. Gyorsulásállapot relatív mozgás esetén] az A pont gyorsulását jelenti az (1) kr.-ben. Nézzük meg külön-külön az
                egyenlet jobb oldalának két tagját. A relatív sebesség idő szerinti deriváltja
                egyrészt a mozgó kr.-ben az A pont gyorsulásaként jelentkezik, melyet relatív gyorsulásként
                értelmezünk és ar-rel jelölünk, másrészt az
                (1) kr.-be való áttérés miatt megjelenik a relatív sebesség vektor forgásából adódó
                tag.
6.8. egyenlet - 
[image: 6.3. Gyorsulásállapot relatív mozgás esetén]


A 6.7. összefüggés jobb oldalának másik összetevője
                a szállító sebesség időszerinti deriváltja.
6.9. egyenlet - 
[image: 6.3. Gyorsulásállapot relatív mozgás esetén]


Behelyettesítve a 6.4. összefüggésben már felírt
                [image: 6.3. Gyorsulásállapot relatív mozgás esetén] tagot, kapjuk, hogy:
6.10. egyenlet - 
[image: 6.3. Gyorsulásállapot relatív mozgás esetén]


A 6.7. egyenletbe visszaírva 6.8.-t és 6.10.-t, majd
                rendezve az egyenletet kapjuk:
6.11. egyenlet - 
[image: 6.3. Gyorsulásállapot relatív mozgás esetén]


Tehát az A pont gyorsulása az álló kr.-ben
                három tagként írható fel, ahol ar a mozgó kr.-ben a pont
                gyorsulása, melyet relatív gyorsulásnak nevezünk, asz az álló
                kr.-ben a mozgó kr.-hez rögzített tér azon pontjának gyorsulása, mely a vizsgált
                időpillanatban A-val fedésben van. Ezt szállító gyorsulásnak
                nevezzük. A differenciálás eredményeként megjelenő ac-vel jelölt
                gyorsuláskomponens felfedezőjéről (Gaspard-Gustave Coriolis – francia matematikus) a
                Coriolis-gyorsulás nevet viseli.

6.4. Merev test relatív mozgása



Merev test esetén a fent leírt összefüggések alkalmasak a test egy pontját
                jellemző relatív mozgás leírására. Merev test esetén azonban a test rendelkezik a
                relatív rendszerben is szögsebességgel és szöggyorsulással, melyet a (2) kr.-ben
                értelmezve relatív
                    szögsebességnek (jele: ωr)
                és relatív
                    szöggyorsulásnak (jele: εr) nevezünk.
                Így a szögsebességekre és szöggyorsulásokra is felírható egy-egy összefüggés. A
                levezetést mellőzve:
6.12. egyenlet - 
[image: 6.4. Merev test relatív mozgása]


6.13. egyenlet - 
[image: 6.4. Merev test relatív mozgása]



PÉLDÁK ÉS FELADATOK



6.1. PÉLDA
A 6.1.1. ábra szerinti
                elrendezésben egy ω=10 rad/s állandó szögsebességgel forgó derékszögben
                meghajlított rúdon tömegpont mozog. A tömegpont a vízszintes rúdon vOP=5 m/s állandó
                sebességgel mozog a rúdhoz képest. A P pont a rúdon O-hoz képest 0,4 m
                távolságban van. Mekkora a tömegpont abszolút sebessége a vonatkoztatási
                koordináta rendszerben? Mekkora az abszolút gyorsulása?
[image: 6.1.1. ábra. Tömegpont relatív mozgás]6.1.1. ábra. Tömegpont relatív mozgás


A tömegpont sebességére vonatkozóan ismerjük a rúdhoz képesti relatív sebesség
                nagyságát, de a rúd forgása miatt ez nem az „abszolút” sebessége a tömegpontnak. Ezt
                a vonatkozó fejezet 6.5. egyenletével írhatjuk le.
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A gyorsulásokat a 6.10.
                egyenlet szerint számolhatjuk, ahol a relatív gyorsulás 0, mivel a
                tömegpont relatív sebessége állandó, továbbá a szöggyorsulás is 0, mivel a rúd
                szögsebessége is állandó.
 [image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A relatív mozgáshoz további feladatok a 7. fejezethez
                tartozó feladatok között találhatók.

7. fejezet - Szerkezetek mozgásjellemzői



7.1. A mechanizmus fogalma; mechanizmusok szabadságfoka



Mechanizmusok mozgásának leírása jelenti az előző fejezetekben tárgyalt kinematikai
        ismeretek gyakorlati alkalmazását. Mivel ez a témakör meglehetősen szerteágazó, így jelen
        fejezetben mindössze néhány alapfogalom bevezetésére, illetve a két legáltalánosabban ismert
        mechanizmus – a forgattyús és négycsuklós mechanizmus – leírására vállalkozunk.
A mechanizmus olyan,
        kényszerekkel összekapcsolt merev testekből álló rendszer, mely merev testek rendszere
        mozgásra képes. A merev testek kinematikai
            láncot képeznek. Az álló elemek képezik az állványt, a többiek a mozgó tagok. Az egyes tagokat a
          kinematikai párok
        kapcsolják egymáshoz. A kinematikai párok a tagok mozgásában kötöttséget jelentenek.
A leggyakoribb síkbeli kinematikai párokat foglalja össze a 7.1. ábra. A 7.1./a.) esetben az (1)-es és (2)-es tagot csukló köti össze. Ebben
        az esetben a két tag egymáshoz képest csak elfordulásra képes. A 7.1./b.) csúszkát mutat,
        ahol (2)-es kizárólag az (1) jelű tagon képes haladó mozgást végezni, elfordulása a síkban
        (1)-hez képest gátolt. Pontszerű érintkezést modellez a 7.1./c.), ahol az elfordulás a két
        tag között szabad, de elmozdulásuk egymáshoz képest korlátozott: (1) képes a síkban mozogni,
        de csak a (2) tag által definiált geometria szerint.
[image: 7.1. ábra. Síkbeli kinematikai párok (a. csukló; b. csúszka; c. bütyök)]7.1. ábra. Síkbeli kinematikai párok (a. csukló; b. csúszka; c. bütyök)


A mechanizmus szabadságfokát a mechanizmusban található tagok száma és a köztük lévő
        kötöttségek határozzák meg. Egy test szabadságfoka (független mozgáslehetőségeinek száma) a
        térben 6, síkban 3. A fent vázolt kinematikai párok ezeket a mozgáslehetőségeket
        korlátozzák. A csukló a síkban 2 mozgáslehetőséget vesz el (a két tag a kapcsolódás helyén
        egymáshoz képest nem tud elmozdulni sem x, sem y irányban), így 2 kötöttséget jelent. A csúszka ugyancsak 2
        kötöttséget, míg a pontszerű érintkezés 1 kötöttséget jelent a síkban. Természetesen,
        további kinematikai párok is értelmezhetők és térben is kiterjeszthető a viselkedésük (pl. a
        gömbcsukló úgy kapcsol össze két tagot a térben, hogy azok a tér egyik irányában sem képesek
        elmozdulni egymáshoz képest, de mindhárom tengely mentén foroghatnak, így a gömbcsukló 3
        kötöttséget jelent; ha a 7.1./b. csúszkát úgy terjesztjük ki térben, hogy hengeres rúdon
        csúszó elemről beszélünk, akkor a kötöttségek száma 4, mert kizárólag a rúd irányába történő
        csúszás és a rúd hossztengelye körüli forgás értelmezhető, a többi 4 mozgáslehetőség
        gátolt). Mindezek figyelembevételével egy mechanizmus szabadságfokát, mely a mechanizmus
        független mozgáslehetőségeinek számát jelenti, térben a 7.1.,
        míg síkban a 7.2. egyenlet szerint határozhatjuk meg, ahol: n
        – a tagok száma, az n-1 jelenti, hogy az állvány
        szabadságfoka 0; k – a kinematikai párok kötöttségi
        száma; pk – a k kötöttségű
        kinematikai párok száma.
7.1. egyenlet - 
[image: 7.1. A mechanizmus fogalma; mechanizmusok szabadságfoka]


7.2. egyenlet - 
[image: 7.1. A mechanizmus fogalma; mechanizmusok szabadságfoka]




7.2. A forgattyús mechanizmus



A forgattyús mechanizmus az egyik legegyszerűbb mechanizmus, mely forgó mozgást alakít
        át alternáló mozgássá (vagy fordítva). Igen gyakori a gépészet területén (pl.: belsőégésű
        motor dugattyú-főtengely kapcsolata). Szerkezeti vázlatát mutatja 7.2. ábra.
[image: 7.2. ábra. Forgattyús mechanizmus]7.2. ábra. Forgattyús mechanizmus


A mechanizmus szabadságfoka 1. Az (1) jelű tag az állvány, az A-B-C-D jelű kinematikai párok (3 csukló, egy csúszka) 2-2 kötöttséget
        jelentenek.
7.3. egyenlet - 
[image: 7.2. A forgattyús mechanizmus]


A mechanizmus kinematikai vizsgálatához a merev testekre vonatkozó ismeretekből indulunk
        ki, tudva azt, hogy a kinematikai párokban a sebességek és a gyorsulások azonosak, ill. a
        csúszkáknál és a bütyköknél a rúdirányú vetületük a meghatározó. A sebességállapot
        feltárására több módszer is rendelkezésre áll. Érdemes az egyes tagok sebességpólusát
        megkeresni. A (2) tag a rögzített A ponton átmenő tengely
        körül forog, így egyértelmű, hogy ennek sebességpólusa A.
        A tag bármely pontjának, így a (2)-es taggal közös B
        pontnak a sebessége meghatározható. A sebességvektorok a (2) tagra merőlegesek és
          ω2-nek megfelelő értelműek.
7.4. egyenlet - 
[image: 7.2. A forgattyús mechanizmus]


A mechanizmus C pontja az állványon megvezetve mozog,
        így itt ismerjük a mozgás sebességének irányát. Ezzel a (3)-as tagon ismert két pontban a
        sebességvektor iránya, tehát a sebességpólus (P3) meghatározható (ld.: 7.3. ábra).
[image: 7.3. ábra. Forgattyús mechanizmus sebességviszonyai]7.3. ábra. Forgattyús mechanizmus sebességviszonyai


Mivel a B pont sebességvektorát ismerjük, így
          ω3 iránya és nagysága is
        meghatározható. A B pont sebességvektora P3 körül ω3 szerinti, míg a sebességvektor abszolút értékéből
        a szögsebesség nagysága 7.5. szerint számolható. Hasonló
        elven kapjuk a C pont sebességét 7.6. szerint.
7.5. egyenlet - 
[image: 7.2. A forgattyús mechanizmus]


7.6. egyenlet - 
[image: 7.2. A forgattyús mechanizmus]


A gyorsulásállapot feltárásához használjuk a merev test két pontja közötti
        összefüggéseket. A pontból, melynek gyorsulása zérus,
        elindulva B gyorsulása meghatározható 7.7. alapján.
7.7. egyenlet - 
[image: 7.2. A forgattyús mechanizmus]


A (3) tag két pontja, B és C, között szintén felírható az összefüggés:
7.8. egyenlet - 
[image: 7.2. A forgattyús mechanizmus]


Mivel a C pont elmozdulása kötött, jelen esetben csak
        függőleges, így gyorsulásának iránya is csak a megvezetés irányába eshet. Ezt figyelembe
        véve és kifejtve a 7.8. szerinti egyenletet az alábbi skalár
        egyenletekhez jutunk, melyek megoldásával kapjuk ac és ε3
        értékét.
7.9. egyenlet - 
[image: 7.2. A forgattyús mechanizmus]


7.10. egyenlet - 
[image: 7.2. A forgattyús mechanizmus]


[image: 7.4. ábra. Forgattyús mechanizmus gyorsulásviszonyai]7.4. ábra. Forgattyús mechanizmus gyorsulásviszonyai


A módszer grafikus alkalmazását mutatja a 7.4. ábra. Az
        ún. gyorsulásábra a mechanizmus gyorsulásviszonyait ábrázolja. A G-vel jelölt gyorsuláspólus a „gyorsulástér” origója. A 7.7. egyenlet első tagja egy olyan vektort jelent, mely merőleges
        az ε2 és rAB vektorokra. Ez a
        síkmozgásra vonatkozó megállapításaink szerint olyan vektor, mely merőleges a (2)-es tagra,
        és a B pont A-hoz
        viszonyított tangenciális gyorsulását jelenti. Az egyenlet második tagja a normál irányú
        összetevő, iránya a (2) taggal párhuzamos és a viszonyítási pont felé mutat (jelen esetben
          A-ba). A 7.8.
        összefüggés tulajdonképpen három vektor összegeként adja a C pont gyorsulását. Az aB vektor ismert, az [image: 7.2. A forgattyús mechanizmus] tagról tudjuk, hogy merőleges (3)-ra, míg az [image: 7.2. A forgattyús mechanizmus] tag a sebességállapottal meghatározott szögsebesség ismeretében számolható
        és iránya a (3) taggal párhuzamos, C-ből B-be mutató. A C pont
        gyorsulásáról tudjuk, hogy a zérus gyorsulású (gyorsulásábrán G pont) állványhoz képest csak y irányú lehet. Az aB és aBCn
        vektorokat megrajzolva, valamint végpontjukba bejelölve aBCt hatásvonalát és
          G-ből megrajzolva aC hatásvonalát a kiadódó
        metszéspont adja a C pont gyorsulásvektorát, illetve
          aBCt-t.

7.3. A négycsuklós mechanizmus



A másik ismert mechanizmus, melynek vizsgálatát részletesebben bemutatjuk a négycsuklós
          mechanizmus. Négycsuklós mechanizmust mutat a 7.5. ábraés a varrógép cérnahúzó mechanizmusát szemlélteti a 3. animáció. A
        sebesség és gyorsulásállapot feltárása egy időpillanatban a forgattyús mechanizmusnál
        használt elvek szerint történik. A sebességállapot feltárásához használjuk a sebességábrát.
        A sebességábra a gyorsulásábrához hasonlóan a sebességek vektoros ábrázolásán alapul. (A
        mechanizmus sebességállapotának feltárása történhet a sebességpólusok megkeresésével, vagy
        tisztán analitikus úton is.)

3. animáció: Relatív mozgást végző alaktrészek mozgása. Varrógép cérnahúzó mechanizmusa
A négycsuklós mechanizmus esetén a (2) és (4) tag egy-egy álló pont körül forgó mozgásra
        képes tagok (A és D
        pontok állnak). Így az ábra szerinti B és C pont sebessége rendre merőleges lesz a (2)-es és (4)-es tagra.
        Az ábra szerinti elrendezésben, ahol a (2) tag szögsebessége ismert B pont sebessége vB
        = ω2 l2
        összefüggéssel számolható is. (A négycsuklós mechanizmus is 1 szabadságfokú rendszer, így
        egyetlen sebesség illetve gyorsulás jellegű mennyiség megadásával a teljes mechanizmus
        mozgásállapota feltárható.) A B pont sebességének
        ismeretében a merev test két pontja közötti sebesség-összefüggést alkalmazva (3)-ra
          vBC=ω3×rBC összetevő merőleges lesz (3) ra (7.5. ábrán zölddel jelölve). A sebességábrába ezt és vC
        [image: 7.3. A négycsuklós mechanizmus] (4) hatásvonalat berajzolva (pirossal jelölve) kapjuk a C
        pont sebességét. Így minden tagon két pont sebessége ismert lesz, azaz a mechanizmus
        sebességállapota ismertnek tekinthető.
[image: 7.5. ábra. Négycsuklós mechanizmus sebességviszonyai]7.5. ábra. Négycsuklós mechanizmus sebességviszonyai


A gyorsulásállapot feltárásához használjuk a merev test két pontja között felírható
        gyorsulás-összefüggést. Az A pontból kiindulva B gyorsulása számolható:
7.11. egyenlet - 
[image: 7.3. A négycsuklós mechanizmus]


Részletesen kifejtve:
7.12. egyenlet - 
[image: 7.3. A négycsuklós mechanizmus]


Ha C pont gyorsulását felírjuk B-ből a (3) jelű tagon értelmezve és D-ből a (4) jelű tagon, akkor olyan skalár egyenletrendszerhez jutunk, mely
        megoldásként adja a (3) és (4) tag szöggyorsulását.
7.13. egyenlet - 
[image: 7.3. A négycsuklós mechanizmus]


Részletesen felírva a C pont gyorsulása B-ből és D-ből:
[image: 7.3. A négycsuklós mechanizmus]
Mivel a C pont aC gyorsulásvektorát
        egyszer a B pontból kiindulva, majd a D pont felől is felírtuk, a két vektor azonossága egyértelmű,
        emiatt koordinátáiknak is meg kell egyezni. Ebből két skalár egyenletet kapunk:
7.14. egyenlet - 
[image: 7.3. A négycsuklós mechanizmus]


A 7.14. egyenletekben csak ε3
        és ε4 az ismeretlen. Az
        egyenletrendszer megoldható:
[image: 7.3. A négycsuklós mechanizmus]
Így minden tagon ismert lesz min. 1 pont gyorsulása, a szögsebesség és a szöggyorsulás,
        azaz a mechanizmus gyorsulásállapotát feltártnak tekinthetjük. A négycsuklós mechanizmus
        esetén is szerkeszthető gyorsulásábra. Ezt mutatja a 7.6.
          ábra.
[image: 7.6. ábra. Négycsuklós mechanizmus gyorsulásviszonyai]7.6. ábra. Négycsuklós mechanizmus gyorsulásviszonyai



4. animáció: A forgattyús és négycsuklós mechanizmuson túl egészen komplex rendszerek is kidolgozásra kerültek. A jelenleg fejlesztés alatt álló lépegető („donkey”) mechanizmus modellje (készítette Orosz Balázs hallgató).

PÉLDÁK ÉS FELADATOK



7.1. PÉLDA
Határozza meg az ábrán látható mechanizmus
          szabadságfokát!
[image: 7.1.1 ábra. Síkbeli mechanizmus kinematikai vázlata]7.1.1 ábra. Síkbeli mechanizmus kinematikai vázlata


A szabadságfok meghatározásához számoljuk össze a mozgó tagokat. Ezek 1-5 számozással
        láthatók az ábrán és külön-külön 3 szabadságfokkal rendelkeznek. Ezek közül 4 db rúd és egy
        csúszka. A kinematikai párok közül csak olyanokat találunk, melyek 2 kötöttséget jelentenek
        a rendszerre nézve. Ezeket az ABC nagybetűi jelölik. Az
          O-A-B-D-E-H kinematikai párok csuklót jelölnek, míg a
        3-as rúd és a 4-es „dugattyú” között csúszkás kapcsolat van. Ezt jelöli C3. Azaz 7 kinematikai párt számolhatunk
        össze. Ezek után a szabadságfok:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
7.2. PÉLDA
Határozza meg az ábrán látható mechanizmus D pontjának
          pillanatnyi sebességét, gyorsulását, valamint a CBD (2) rúd pillanatnyi szögsebességét és
          szöggyorsulását!
     
Adatok: vC=8 m/s;
            aC=82,66 m/s2.
[image: 7.2.1 ábra. Síkbeli mechanizmus kinematikai vázlata]7.2.1 ábra. Síkbeli mechanizmus kinematikai vázlata


Az (1) jelű tagon ismert az A pont sebessége (mert
        rögzített, álló pont), továbbá a (2) tagon a C pont
        sebessége. Ezzel egyik tag mozgásállapotát sem ismerjük teljesen, de a két tag
        összekapcsolása (B pont) lehetőséget teremt a mechanizmus mozgásállapotának feltárására. A
        merev test két pontja közötti sebesség-összefüggést alkalmazzuk mindkét tagon a B pontra.
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A vektoregyenletek egyenlőségéből 2 skalár egyenlethez jutunk:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Ezzel a tagok sebességállapotát meghatároztuk. A (2) jelű tag D pontjának sebességét a jól ismert összefüggésből:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A mechanizmus sebességállapotát mutatja a 7.2.2. ábra, a (2) tag P2 sebességpólusát is feltüntettük.
[image: 7.2.2 ábra. A mechanizmus sebességállapota]7.2.2 ábra. A mechanizmus sebességállapota



5. animáció: A forgattyús mechanizmus mozgását szemlélteti (készítette Rimóczi Csaba hallgató)
A gyorsulásállapot meghatározása a sebességállapot feltárásához hasonlóan történik. A
          B pontra felírt gyorsulásegyenletek alapján egy
        egyenletrendszert kapunk, melyből a tagok szöggyorsulásai meghatározhatók.
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A szöggyorsulások ismeretében a D pont
        gyorsulása:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
7.3. FELADAT
A 7.3.1. ábrán látható
          mechanizmusnál határozza meg az E pont pályagörbéjét, valamint α0
          szögnél a C és E pontok pillanatnyi sebességét és gyorsulását, továbbá a 2. tag
          szögsebességét és szöggyorsulását, ha az 1. tag szögsebessége állandó! Számított értékeit
          a sebesség- és gyorsulásábra megszerkesztésével ellenőrizze!
Adatok:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
7.1. táblázat - A mechanizmus (1) tagjának szögsebessége és (2) tagjának hossza
	
                S.sz.

              	
                ω1 [1/s]

              	
                L2

                [mm]

              	
                S.sz.

              	
                ω1 [1/s]

              	
                L2

                [mm]

              	
                S.sz.

              	
                ω1 [1/s]

              	
                L2

                [mm]

              	
                S.sz.

              	
                ω1 [1/s]

              	
                L2

                [mm]

              
	
                  1.

                	
                  10

                	
                  80

                	
                  11.

                	
                  110

                	
                  80

                	
                  21.

                	
                  10

                	
                  180

                	
                  31.

                	
                  110

                	
                  180

                
	
                2.

              	
                20

              	
                90

              	
                12.

              	
                120

              	
                90

              	
                22.

              	
                20

              	
                190

              	
                32.

              	
                120

              	
                190

              
	
                3.

              	
                30

              	
                100

              	
                13.

              	
                130

              	
                100

              	
                23.

              	
                30

              	
                200

              	
                33.

              	
                130

              	
                200

              
	
                4.

              	
                40

              	
                110

              	
                14.

              	
                140

              	
                110

              	
                24.

              	
                40

              	
                210

              	
                34.

              	
                140

              	
                210

              
	
                5.

              	
                50

              	
                120

              	
                15.

              	
                150

              	
                120

              	
                25.

              	
                50

              	
                220

              	
                35.

              	
                150

              	
                220

              
	
                6.

              	
                60

              	
                130

              	
                16.

              	
                160

              	
                130

              	
                26.

              	
                60

              	
                230

              	
                36.

              	
                160

              	
                230

              
	
                7.

              	
                70

              	
                140

              	
                17.

              	
                170

              	
                140

              	
                27.

              	
                70

              	
                240

              	
                37.

              	
                170

              	
                240

              
	
                8.

              	
                80

              	
                150

              	
                18.

              	
                180

              	
                150

              	
                28.

              	
                80

              	
                250

              	
                38.

              	
                180

              	
                250

              
	
                9.

              	
                90

              	
                160

              	
                19.

              	
                190

              	
                160

              	
                29.

              	
                90

              	
                260

              	
                39.

              	
                190

              	
                260

              
	
                10.

              	
                100

              	
                170

              	
                20.

              	
                200

              	
                170

              	
                30.

              	
                100

              	
                270

              	
                40.

              	
                200

              	
                270

              




[image: 7.3.1. ábra. Négycsuklós mechanizmus vizsgálata]7.3.1. ábra. Négycsuklós mechanizmus vizsgálata



6. animáció: Négycsuklós mechanizmus kinematikája (készítette Radics Dániel hallgató)
7.4. FELADAT
Határozza meg az ábrán látható mechanizmus D pontjának
          pillanatnyi sebességét, gyorsulását, valamint a (2) rúd pillanatnyi szögsebességét és
          szöggyorsulását! 
Adatok: ω1=4 1/s;
            ε1=3 1/s2.
[image: 7.4.1 ábra. Síkbeli mechanizmus kinematikai vázlata]7.4.1 ábra. Síkbeli mechanizmus kinematikai vázlata



8. fejezet - Anyagi pont kinetikája



A testek mozgásának okait vizsgálja a kinetika (erőtan). A mozgásállapot megváltozását okozó
            hatásokat, mozgó testek egymásra hatását tárgyaljuk a továbbiakban.
8.1. Newton axiómái



Az erőtan alapjait Isaac Newton (1642-1727) angol tudós rakta le. A „klasszikus” mechanika
                ma is Newton 1687-es művére, a Principia matematica philosophiae naturali (A természetfilozófia
                matematikai alapelvei) alapozva tárgyalja testek mozgásának okait.
Newton I. törvénye (tehetetlenségi törvény):
Egy test nyugalomban marad, vagy egyenes vonalú egyenletes mozgást végez, ha nem hat rá erő.
Ez csak az abszolút térben nyugvó koordinátarendszerben érvényes. Azt a vonatkoztatási
                rendszert, melyben a fenti törvény igaz, inercia rendszernek nevezzük. A Földhöz
                kötött koordinátarendszer nem inercia
                    rendszer, de gyakorlati szempontból annak
                tekinthető.
Newton II. törvénye (impulzus tétel; kinetika alapegyenlete):
Newton a mozgás változását a mozgás mennyiségének, impulzusának változásával
                azonosítja. Anyagi pont impulzusa (lendület) egyenlő a test tömegének és
                sebességének szorzatával. Az impulzus vektormennyiség, jele I, mértékegysége [kgm/s
                vagy Ns].
8.1. egyenlet - 
[image: 8.1. Newton axiómái]


Ennek megváltozását fejezi ki Newton II. törvénye (impulzus tétel):
8.2. egyenlet - 
[image: 8.1. Newton axiómái]


Ahol [image: 8.1. Newton axiómái] a testre ható erőket jelenti.
Newton III. törvénye (hatás ellenhatás törvénye):
Két test egymásra gyakorolt hatása mindig egyenlő és a két hatás egymással
                ellentétes.


8.2. Az impulzus- és a perdület-tétel



Vizsgáljuk meg Newton II. törvényét részletesebben. A test lendületének változása felírható
                úgy, mint:
8.3. egyenlet - 
[image: 8.2. Az impulzus- és a perdület-tétel]


Ha a test tömegét állandónak tekintjük, akkor a deriválás a sebességre vonatkoztatható
                és így 8.2. az alábbi, jól ismert formában írható
                fel, ahol a testre ható erő a test tömegének és gyorsulásának szorzata.
8.4. egyenlet - 
[image: 8.2. Az impulzus- és a perdület-tétel]


Az impulzustétel felírható integrál alakban is, mely kifejezi hogy a test két állapotban
                vizsgált lendületének különbsége megegyezik a két állapot közötti időben a testre ható erők
                integráljával.
8.5. egyenlet - 
[image: 8.2. Az impulzus- és a perdület-tétel]


8.6. egyenlet - 
[image: 8.2. Az impulzus- és a perdület-tétel]


Bevezethetjük az impulzusnak egy tetszőleges pontra számított nyomatékát. Ez a
                perdület
                (impulzus nyomaték). A perdület vektormenyiség, jele Π, mértékegysége
                [kgm2/s vagy Nms].
8.7. egyenlet - 
[image: 8.2. Az impulzus- és a perdület-tétel]


Egy vP sebességgel mozgó állandó m
                tömegű P tömegpont impulzusát és A-ra illetve B-re
                számított perdületét szemlélteti a 8.1. ábra. A
                tömegpont perdülete A-ra:
8.8. egyenlet - 
[image: 8.2. Az impulzus- és a perdület-tétel]


[image: 8.1. ábra. Tömegpont perdülete]8.1. ábra. Tömegpont perdülete


Egy tetszőleges B pontra átszámolható a perdület a
                8.9. összefüggés szerint.
8.9. egyenlet - 
[image: 8.2. Az impulzus- és a perdület-tétel]


Szorozzuk be vektoriálisan a 8.2. egyenletet balról
                r
                helyvektorral (legyen r az O origóból a
                tömegpontba mutató vektor).
8.10. egyenlet - 
[image: 8.2. Az impulzus- és a perdület-tétel]


A kapott összefüggés jobb oldalán a statikából ismert M0
                nyomaték jelenik meg. az egyenlet baloldalán szereplő mennyiséget pedig kinetikai nyomatéknak
                nevezzük. Jele D, mértékegysége [kgm2/s]. A
                kinetikai nyomaték vektormennyiség: [image: 8.2. Az impulzus- és a perdület-tétel].
A kinetikai nyomaték és az erő nyomatékának egyenlőségét kimondó összefüggést
                kinetikai
                    nyomatéktételnek nevezzük.
8.11. egyenlet - 
[image: 8.2. Az impulzus- és a perdület-tétel]


Vizsgáljuk meg a perdület deriváltját is.
8.12. egyenlet - 
[image: 8.2. Az impulzus- és a perdület-tétel]


Az egyenletben szereplő [image: 8.2. Az impulzus- és a perdület-tétel], mert [image: 8.2. Az impulzus- és a perdület-tétel], így:
8.13. egyenlet - 
[image: 8.2. Az impulzus- és a perdület-tétel]


A [image: 8.2. Az impulzus- és a perdület-tétel] összefüggést perdület-tételnek nevezzük. A
                perdület-tétel kimondja, hogy egy tömegpont valamely pontra vett perdületének idő
                szerinti deriváltja egyenlő a tömegpontra ható erők ugyanarra a pontra számított
                nyomatékával.

8.3. A dinamika alapegyenlete, a D’Alambert



Az [image: 8.3. A dinamika alapegyenlete, a D’Alambert] és [image: 8.3. A dinamika alapegyenlete, a D’Alambert] vektorok kötött vektorok, ezért
                egyértelmű megadásuk vektorkettőssel történik:
[image: 8.3. A dinamika alapegyenlete, a D’Alambert]
Alkalmazva az impulzus és kinetikai nyomaték tételeket felírható a két vektorkettős
                egyenértékűsége, melyet a dinamika
                    alaptörvényének nevezünk. A dinamika alaptörvénye
                kimondja, hogy az anyagi ponthoz kötött kinetikai mennyiség egyenértékű az anyagi
                pontra ható erők eredőjével. Matematikai formában:
8.14. egyenlet - 
[image: 8.3. A dinamika alapegyenlete, a D’Alambert]


A XVIII. században élt francia fizikus d’Alambert a dinamika alaptörvényét átrendezve az
                alábbi összefüggéshez jutott:
8.15. egyenlet - 
[image: 8.3. A dinamika alapegyenlete, a D’Alambert]


Bár ez pusztán matematikai átrendezés, elvét tekintve felfogható úgy, hogy az [image: 8.3. A dinamika alapegyenlete, a D’Alambert] mennyiség a mozgásból származó ún. inerciaerő, a DA mennyiség tekinthető a test
                A pontra vett, mozgásból származó ún.
                inercianyomatékának, így visszajutunk a statika alapegyenletéhez, egyszerűsített
                formájában: ∑F=0; ∑M=0 összefüggéshez. Így egy kiragadott időpillanatban
                a mozgásmennyiségekből származó inerciaerőt és inercianyomatékot használva statikai
                feladatként kezelhetjük egy tömegpont (vagy akár egész szerkezet) állapotát. Ez a
                kinetostatika alapelve, melyet d’Alambert elvnek
                nevezünk.

9. fejezet - Anyagi pont mozgásának energiaviszonyai



A testek pillanatnyi mozgásának okai az erőviszonyok feltárásával vizsgálhatók. Az időben
    lezajló folyamatok (véges mozgások) leírására azonban az energia, teljesítmény, munka jellegű
    mennyiségek ismerete szükséges.
9.1. Anyagi pont mozgási energiája; teljesítmény; munka



Anyagi pont mozgási
          energiája definíció szerint a test tömegének és sebességének
        ismeretében a 9.1. összefüggés szerint számolható. A mozgási
        energia (kinetikai energia) mindig pozitív skalár mennyiség. Jele: Ek; mértékegysége:
          [kgm2/s2]=[Nm]=[J] (Joule).
9.1. egyenlet - 
[image: 9.1. Anyagi pont mozgási energiája; teljesítmény; munka]


A kinetikus energia kifejezi, hogy a mozgó test energiát tárol a mozgása révén. Ez azt is
        jelenti, hogy adott sebesség eléréséhez energiát kell befektetnünk. Az energia befektetés, a
          8. fejezet ismeretei alapján a tömegpont mozgásállapotának
        megváltoztatása, erőhatás révén történik (ld.: impulzustétel integrál alakja). Anyagi pont
        esetén a tömegpontra ható erő és a tömegpont pillanatnyi sebességének skaláris szorzata adja
        a tömegpontra ható erő teljesítményét. A teljesítmény előjeles skalár mennyiség. Jele:
          P, mértékegysége [Nm/s]=[J/s]=[W] (Watt).
9.2. egyenlet - 
[image: 9.1. Anyagi pont mozgási energiája; teljesítmény; munka]


A tömegpontra ható erő teljesítményének előjelét szemlélteti a 9.1. ábra.
[image: 9.1. ábra. Az erő teljesítményének előjele]9.1. ábra. Az erő teljesítményének előjele


A teljesítmény pillanatnyi állapotot jellemez, ugyanakkor a mozgásállapot megváltozása (a
                test energiájának megváltozása) időben lezajló folyamat. Ezt fejezeti ki a munka,
                mely egy adott erő teljesítményének t0<t<t1
                időintervallumon vett integráljaként definiálható. A munka előjeles skalár
                mennyiség; jele W, mértékegysége:
                [Ws]=[Nm]=[J].
9.3. egyenlet - 
[image: 9.1. Anyagi pont mozgási energiája; teljesítmény; munka]




9.2. Az teljesítmény- és munkatétel



Vizsgáljuk a mozgási energia időbeni változását. Ehhez deriváljuk a mozgási energiát t
        szerint, majd használjuk fel, hogy [image: 9.2. Az teljesítmény- és munkatétel].
9.4. egyenlet - 
[image: 9.2. Az teljesítmény- és munkatétel]


Arra jutottunk, hogy anyagi pont mozgási energiájának idő szerinti deriváltja egyenlő a
        reá ható erők teljesítményével. Ez a teljesítménytétel, ami kifejezi, hogy a testre ható erő
        teljesítménye a test mozgási energiájának változását eredményezi.
A teljesítménytétel integrálását végezzük el a t0<t<t1
        időintervallumon.
9.5. egyenlet - 
[image: 9.2. Az teljesítmény- és munkatétel]


Nézzük az egyenlet bal oldalát:
9.6. egyenlet - 
[image: 9.2. Az teljesítmény- és munkatétel]


A 9.6. összefüggés a két időpillanatban felírható mozgási
        energia különbségét adja. Az egyenlet jobb oldala definíció szerint az időintervallumon
        számolt munkát jelenti. Fejtsük ezt ki részletesen:
9.7. egyenlet - 
[image: 9.2. Az teljesítmény- és munkatétel]


Arra jutottunk, hogy a munka meghatározható úgy, mint az anyagi pontra ható erő és az
        erő irányába történő elmozdulás integrálja a t0<t<t1 időintervallumon
        befutott mozgáspáyán. Ha a testre erőpár (forgató nyomaték) hat, akkor a 9.7. egyenlet az alábbi formában írható fel:
9.8. egyenlet - 
[image: 9.2. Az teljesítmény- és munkatétel]


Írjuk fel most a 9.5. egyenletet az átalakítások után. A
        kapott összefüggést munkatételnek nevezzük, mely kifejezi, hogy a mozgási energia
        megváltozásának nagysága egyenlő a külső erőrendszer munkájával.
9.9. egyenlet - 
[image: 9.2. Az teljesítmény- és munkatétel]



9.3. A konzervatív erőtér fogalma



Ha az anyagi pontra ható erő a térben F=F(r) függvénnyel adható meg, térerőről beszélünk, a tér vizsgált
            része az erőtér. Konzervatív az
                    erőtér, ha egy tetszőleges zárt görbe mentén a térerők
            munkája zérus, vagyis:
9.10. egyenlet - 
[image: 9.3. A konzervatív erőtér fogalma]


A Föld gravitációs erőtere is konzervatív erőtér. Jellemzésére vezessünk be egy
          U(r)
        skalár-vektor függvényt, a potenciált (helyzeti energia), úgy, hogy ennek változása
          (dU) egyenlő legyen a konzervatív térerő (F) negatív előjelű
        munkájával a dr
        elmozdulás során:
9.11. egyenlet - 
[image: 9.3. A konzervatív erőtér fogalma]


Ha az erőtér r1 helyén a potenciál U1,
                r0 helyén
            pedig U0 , akkor a térerő
            munkája:
9.12. egyenlet - 
[image: 9.3. A konzervatív erőtér fogalma]


Azaz a konzervatív erőtérben végzett munka csak a kezdő és véghelyzettől függ, értéke
            egyenlő a potenciálfüggvény kezdő és végpontban felvett értékének különbségével. Ha ezen
            térerő hatására a mozgó tömegpont sebessége v0-ról v1-re változik, akkor:
9.13. egyenlet - 
[image: 9.3. A konzervatív erőtér fogalma]


Innen:
9.14. egyenlet - 
[image: 9.3. A konzervatív erőtér fogalma]


Ez az (mechanikai) energiamegmaradás törvénye, ami kimondja, hogy konzervatív
        erőtérben a mozgási és helyzeti energiák összege állandó. A földi nehézségi erőtérben a
          G=mg erő munkája felírható:
9.15. egyenlet - 
[image: 9.3. A konzervatív erőtér fogalma]


Tehát a potenciális energia a P1
            pontban (függetlenül az oda vezető úttól):
9.16. egyenlet - 
[image: 9.3. A konzervatív erőtér fogalma]



9.4. Anyagi pont szabad és kényszermozgásai



Tömegpont szabad
                    mozgásáról akkor beszélünk, amikor a test mozgását más
                testek nem akadályozzák. Ilyen lehet a függőleges vagy ferde hajítás. Ilyenkor a
                tömegpont kizárólag a konzervatív gravitációs erőtérben mozog. Szabad mozgásnak
                tekintjük az ellenálló közegben mozgó (pl. eső) test mozgását is.
Kényszermozgásról akkor
        beszélünk, ha a test mozgását különböző jellegű kötöttségek korlátozzák. A kötöttségeket kényszerfeltételek fejezik ki.
        Kényszermozgást végez a fonálon függő tömegpont, a lejtőn, vagy körpályán mozgó pontszerű
        test. Kényszermozgás esetén a vizsgált testtel kapcsolatban lévő másik test (fonál, lejtő,
        kényszerpálya, stb.) hatását a kényszerről a testre ható kényszererővel fejezzük ki. A test mozgását szabad
        mozgásként vizsgáljuk, ahol a testre egy K kényszererő is hat. Ha a K kényszererő merőleges a sebességvektorra, akkor
        ideális kényszerről beszélünk. Ideális kényszernek tekintjük inga esetén a fonalat, ideális
        kényszer a sima lejtő, és bármilyen nem érdes, azaz sima felület. Érdes kényszerpálya pl.
        érdes lejtő esetén, ahol a súrlódási erő a lejtő irányába esik, és értelme a
        sebességvektorral ellentétes, már nem beszélhetünk ideális kényszerről. A kényszermozgás
        vagy pályán maradás feltétele: K>0.
A szabad mozgásoknál és szabad mozgásra visszavezetett kényszermozgásoknál a korábban leírt
        összefüggések (8. és 9. fejezet)
        segítségével vizsgálhatjuk a test mozgásának okait, az erőtani és energetikai
        viszonyokat.

PÉLDÁK ÉS FELADATOK



9.1. PÉLDA
Mekkora sebességgel kell indítani a m tömegpontot A-ból, hogy B-ben
                    a kényszererő FB=40 N legyen? A súrlódási tényező az
                    egyenes szakaszon μ, a köríven elhanyagolható.
r =1 m
m=2 kg
μ=0,05
l=3 m
[image: 9.1.1. ábra. Pontszerű test kényszermozgása]9.1.1. ábra. Pontszerű test kényszermozgása


A tömegpontra vonatkozó munkatétel összefüggést teremet az "A" és "B" pontbeli mozgásállapotok között.
        A rendszert helyzeti és mozgási energiával jellemezhetjük, illetve a két állapot között
        megjelenő gördülési veszteséggel. A rendszer mozgási és helyzeti energiája az A állapotban:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Az anyagi pont mozgási és helyzeti energiája a B
                pontban:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A súrlódási veszteség:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Az A és B állapotbeli energiák különbsége a súrlódási veszteség:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Egyszerűsítés után:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Innen a sebesség A pontban:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Az ismeretlen vB meghatározásához a
                    B pontban a dinamika alaptörvényét írjuk fel
                a pálya normálisának irányában, behelyettesítve a sebesség és a centripetális
                gyorsulás közötti összefüggést.
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Visszahelyettesítve kapjuk: [image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
9.2. PÉLDA
A Cedar Point vidámpark (Sandusky, Ohio, USA) Top Thrill Dragster
                    nevű „hullámvasútja”
                    (http://www.cedarpoint.com/public/park/rides/coasters/top_thrill_dragster/) az
                    alábbi ábra szerinti elrendezésben épült. A „torony” magassága a vízszintes
                    sínhez képest 120 m. Feltételezzük, hogy a felső holtponton áthaladó vonat
                    sebessége megközelítőleg zérus, továbbá a függőleges és vízszintes pályákat
                    összekötő ívet 40 m sugarú körívnek tekinthetjük.
Elhanyagolva a veszteségeket mekkora sebességgel érkezik a vonat a
                    vízszintes pályára? A körív legalsó pontján mekkora erő szorítja az utasokat az
                    ülésbe, ha az átlagos tömegük 75 kg?
[image: 9.2.1. ábra. A „játék” geometriai elrendezése]9.2.1. ábra. A „játék” geometriai elrendezése


A legmagasabb ponton a zérus sebességű vonat kizárólag helyzeti energiával rendelkezik, mely
    átalakul mozgási energiává.
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
(A „játék” hivatalos sebességrekordja 190 km/h.)
A körív alsó pontján az utasokat a saját súlyukon túl a centrifugális erő is az ülésbe
    szorítja. A centrifugális erő a szögsebességgel (így a kerületi sebességgel is) összefüggő
    centripetális gyorsulásból számolható:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
9.3. PÉLDA
Egy r=70 m-es sugarú kanyar vizsgálatát végezzük el, melynél az
    autók és az útpálya közötti súrlódási tényező értékét µ=0,35-re becsüljük. [image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK] értékkel
          számolva határozzuk meg a kanyar bedőlési szögének függvényében azt a maximális
          sebességet, mellyel kicsúszás veszélye nélkül bevehető a kanyar!
[image: 9.3.1. ábra. A kanyarban közlekedő (pontszerű) autóra ható erők]9.3.1. ábra. A kanyarban közlekedő (pontszerű) autóra ható erők


A körpályán történő mozgás során az autóra acp centripetális
        gyorsulás hat. Newton II. törvényét alkalmazva: ∑F=ma,
A lejtőre merőleges irányban:
FN
          –mgcosα=macpsinα,
 innen
FN= mgcosα+
          macpsinα
Lejtőirányban:
FS+mgsinα
          =macpcosα,
innen
FS=macpcosα–mgsinα         
Tudjuk, hogy az egyensúly fennáll, amíg µFN≥FS, azaz
µ (mgcosα+
            macpsinα)≥macpcosα–mgsinα
Átrendezve, továbbá a centripetális gyorsulásra felírva: acp=v2/r
                kapjuk:
gµ cosα+ gsinα≥acp(cosα–µsinα)
A kapott egyenletek összevonásával és átrendezésével kapjuk a maximális sebességre vonatkozó
        összefüggést. Az eredmények grafikus megjelenítését adja a 9.3.2.
          ábra. Az ábráról jól látszik, hogy míg vízszintes útfelület esetén (α=0°) a maximális sebesség, mellyel a kanyar biztonságosan
        bevehető 56 km/h, addig 10°-os dőlésszög esetén már 71 km/h.
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
[image: 9.3.2. ábra. A maximális sebesség a dőlésszög függvényében, ha r=70 m.]9.3.2. ábra. A maximális sebesség a dőlésszög függvényében, ha r=70 m.


9.4. FELADAT
Egy l=6 m hosszú kötélen m=80 kg tömeget rögzítettünk. A
                    felfüggesztési pontot n percenkénti fordulatszámmal megforgatva azt
                    tapasztaljuk, hogy a kötélen lógó test „felemelkedik” és R=5,5 m sugarú pályán
                    végez körmozgást. Mekkora az n fordulatszám? Mekkora erő terheli a
                    kötelet?

10. fejezet - Anyagi pontrendszer kinetikája



Anyagi pontrendszer alatt az egymással kölcsönhatásban lévő pontok együttesét értjük. Anyagi
            pontrendszer kinetikai viselkedését a tömegpontra vonatkozó ismeretek pontrendszerre történő
            alkalmazásával vizsgálhatjuk. A gépészeti gyakorlatban anyagi pontrendszerrel ritkán
            találkozunk, viszont sok esetben testek, vagy összetett rendszerek mozgásának vizsgálatához
            olyan egyszerűsített megoldást keresünk, ahol a komplex rendszert tömegpontokkal
            helyettesítjük.
10.1. Anyagi pontrendszer kinetikai jellemzői



Anyagi pontrendszert mutat a 10.1. ábra. az anyagi pontrendszer egyes kinetikai jellemzői a
                tömegpontok kinetikai jellemzőinek összegzésével határozhatók meg. Ezek összefoglalását adja
                pontszerű testre és pontrendszerre a 10.1. táblázat.
[image: 10.1. ábra. Anyagi pontrendszer]10.1. ábra. Anyagi pontrendszer


10.1. táblázat - Tömegpont és tömegpont-rendszer kinetikai jellemzői 
	
                                Kinetikai jellemző

                            	
                                Tömegpontra

                            	
                                Anyagi pontrendszerre

                            
	
                                Impulzus

                            	
                                [image: Tömegpont és tömegpont-rendszer kinetikai jellemzői]
                               

                            	
                                [image: Tömegpont és tömegpont-rendszer kinetikai jellemzői]
                               

                            
	
                                Kinetikai vektor

                            	
                                [image: Tömegpont és tömegpont-rendszer kinetikai jellemzői]

                            	
                                [image: Tömegpont és tömegpont-rendszer kinetikai jellemzői]

                            
	
                                Perdület

                            	
                                [image: Tömegpont és tömegpont-rendszer kinetikai jellemzői]

                            	
                                [image: Tömegpont és tömegpont-rendszer kinetikai jellemzői]

                            
	
                                Kinetikai nyomaték

                            	
                                [image: Tömegpont és tömegpont-rendszer kinetikai jellemzői]

                            	
                                [image: Tömegpont és tömegpont-rendszer kinetikai jellemzői]

                            
	
                                Mozgási energia

                            	
                                [image: Tömegpont és tömegpont-rendszer kinetikai jellemzői]

                            	
                                [image: Tömegpont és tömegpont-rendszer kinetikai jellemzői]

                            



Anyagi pontrendszer kiemelt pontja a súlypont. Egy tetszőleges pont helyvektora felírható a
                súlypont helyvektora és a súlypontból az adott pontba mutató vektor összegeként
                (ld.: 10.1. ábra).
10.1. egyenlet - 
[image: Tömegpont és tömegpont-rendszer kinetikai jellemzői]


A rendszer súlypontra számolt statikai nyomatéka zérus.
10.2. egyenlet - 
[image: Tömegpont és tömegpont-rendszer kinetikai jellemzői]


Ebből a súlypont helyvektora:
10.3. egyenlet - 
[image: Tömegpont és tömegpont-rendszer kinetikai jellemzői]


ahol S0 a pontrendszer statikai
                nyomatéka az origóra, míg m a pontrendszer
                össztömegét jelenti. A tömegpontrendszer impulzusát ezek után felírhatjuk a 10.4. egyenlet szerint. Végeredményként kapjuk, hogy a
                pontrendszer impulzusa felírható a teljes pontrendszer tömegének és a súlypont
                sebességének szorzataként, azaz a súlypont helyettesíti a pontrendszert.
10.4. egyenlet - 
[image: Tömegpont és tömegpont-rendszer kinetikai jellemzői]


A (10.3.) összefüggés [image: Tömegpont és tömegpont-rendszer kinetikai jellemzői] alakja az első súlyponttétel.


10.2. Anyagi pontrendszer mozgásegyenletei; a dinamika alaptörvénye pontrendszerre



Anyagi pontrendszer esetén az egyes tömegpontok nem független szabad testként léteznek, hanem
                köztük kényszerkapcsolatok vannak. A tömegpontok közötti kapcsolatot jellemezzük a
                két tömegpont között működő Bik belső erővel. Newton III.
                törvénye szerint (hatás-ellenhatás)
                    Bik=-Bki. Az
                i. pontra ható külső erőt jelölje Fi. Ezt mutatja a 10.2. ábra.
[image: 10.2. ábra. Anyagi pontrendszer erőviszonyai]10.2. ábra. Anyagi pontrendszer erőviszonyai


Írjuk fel egy tetszőleges tömegpont mozgásegyenletét (impulzustétel), feltételezve, hogy az
                anyagi pontok tömege időben állandó.
10.5. egyenlet - 
[image: 10.2. Anyagi pontrendszer mozgásegyenletei; a dinamika alaptörvénye pontrendszerre]


A kinetikai vektor (ld. 10.1. táblázat) a teljes
                pontrendszerre felírva és alkalmazva az impulzustételt (ld. 10.5. egyenlet) az alábbi egyenletre vezet:
10.6. egyenlet - 
[image: 10.2. Anyagi pontrendszer mozgásegyenletei; a dinamika alaptörvénye pontrendszerre]


10.6.-re végezzük el az alábbi átrendezést,
                felhasználva 10.4.-t:
10.7. egyenlet - 
[image: 10.2. Anyagi pontrendszer mozgásegyenletei; a dinamika alaptörvénye pontrendszerre]


Ezzel eljutottunk anyagi pontrendszer esetén az impulzustételhez (állandó tömegeket
                feltételezve):
10.8. egyenlet - 
[image: 10.2. Anyagi pontrendszer mozgásegyenletei; a dinamika alaptörvénye pontrendszerre]


Fontos észrevenni, hogy a pontrendszer impulzusának megváltozását a súlypont
                gyorsulása jellemzi, továbbá a tömegpontok közötti belső erők nem befolyásolják a
                pontrendszer egészének impulzusváltozását. Emiatt a (10.8.) összefüggés a második súlyponttétel.
Szorozzuk be a 10.6. egyenletet balról vektoriálisan ri-vel. A 10.9. összefüggés bal oldalán definíció szerint (ld. 10.1. táblázat) a kinetikai nyomatékot kapjuk, míg a
                jobb oldalon a pontrendszerre ható külső erőrendszer origóra számolt nyomatékát.
                Ezzel eljutottunk a kinetikai nyomatéktételhez pontrendszerre (10.10. egyenlet).
10.9. egyenlet - 
[image: 10.2. Anyagi pontrendszer mozgásegyenletei; a dinamika alaptörvénye pontrendszerre]


10.10. egyenlet - 
[image: 10.2. Anyagi pontrendszer mozgásegyenletei; a dinamika alaptörvénye pontrendszerre]


Tetszőleges A pontra a dinamika alaptörvényét a
                10.11. egyenlet írja le.
10.11. egyenlet - 
[image: 10.2. Anyagi pontrendszer mozgásegyenletei; a dinamika alaptörvénye pontrendszerre]



10.3. Teljesítménytétel anyagi pontrendszer



A teljesítmény felírásához térjünk most vissza ismét a 10.5.
                egyenlethez. Szorozzuk most balról skalárisan vi-vel, valamint írjuk fel a
                pontrendszerre vonatkozó mozgási energia idő szerinti deriváltját.
10.12. egyenlet - 
[image: 10.3. Teljesítménytétel anyagi pontrendszer]


10.13. egyenlet - 
[image: 10.3. Teljesítménytétel anyagi pontrendszer]


A 10.12. egyenlet bal oldala megegyezik 10.13. jobb oldalával. Továbbá tudjuk, hogy a 10.12. egyenlet jobb oldalán szereplő szorzatok
                definíció szerint rendre a külső és belső erők teljesítményét jelentik. Tehát a
                mozgási energia megváltozása megegyezik a külső és belső erők teljesítményével. Ez a
                teljesítménytétel anyagi
                    pontrendszerre.
10.14. egyenlet - 
[image: 10.3. Teljesítménytétel anyagi pontrendszer]


Ha a tömegpontok egymáshoz képest rögzítettek (pl. merev testet modellezünk
                tömegpontokkal), akkor az mi és mk tömegpontok sebességének rik irányú vetülete megegyezik
                (ld. 4.2. fejezet), így Bik=-Bki.miatt a pontrendszer Pb belső teljesítménye zérus
                érték lesz.

PÉLDÁK ÉS FELADATOK



10.1. PÉLDA
Két anyagi pont, A és B kölcsönhatásban van egymással. Az A pontra még
                egy, az A-t és B-t összekötő egyenesre merőleges F1  erő hat. A B pont gyorsulása
                aB. Mennyi az A
                pont gyorsulása?
A 10.1.1. ábra mutatja a két pont kölcsönhatását, jelölve a B
                pont gyorsulását is.
[image: 10.1.1. ábra. Két tömegpont kölcsönhatása]10.1.1. ábra. Két tömegpont kölcsönhatása


Mivel a B pontra csak a két tömegpont kölcsönhatásából
                származó Fk erő hat, így B gyorsulása:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A gyorsulásvektor értelme megegyezik a tömegpontra ható erő értelmével. Mivel az A pontra F1 erő is hat,
                így az A pontra ható erők eredője FAR, így gyorsulásvektor értelme
                is az eredő erő irányába mutat.
Az A pont gyorsulásának nagysága ezek után:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]

11. fejezet - Merev test tehetetlenségi nyomatéka



Mielőtt rátérnénk a kiterjedéssel rendelkező merev test kinetikájának tárgyalására, be
            kell vezessük a tehetetlenségi nyomaték fogalmát. A tehetetlenségi nyomaték a tömeggel és
            kiterjedéssel rendelkező testek geometriától (és tömegtől) függő jellemzője. A
            tehetetlenségi nyomaték befolyásolja a test kinetikai viselkedését, de a mozgástól
            független, a test kialakítását jellemző mennyiség. Az alábbiakban a tehetetlenségi
            nyomaték részletes értelmezését adjuk.
11.1. A tehetetlenségi nyomaték fogalma



A test tömegének térbeli kiterjedését jellemezzük a tehetetlenségi nyomatékkal.
                Jele: Θ, mértékegysége
                [kgm2]. Általános értelmezését a 11.1. összefüggés adja, ahol r a dm tömegelem távolságát adja
                attól a geometriai alakzattól (pont, tengely, sík) melyre a tehetetlenségi
                nyomatékot értelmezzük.
11.1. egyenlet - 
[image: 11.1. A tehetetlenségi nyomaték fogalma]




11.2. Pontra, tengelyre, síkra és síkpárra számított tehetetlenségi
                nyomaték



[image: 11.1. ábra. Súlyponti tengelyekre értelmezhető tehetetlenségi nyomaték]11.1. ábra. Súlyponti tengelyekre értelmezhető tehetetlenségi nyomaték


A súlypontra számított tehetetlenségi nyomatékot a dm tömegelemek S-től mért
                távolságaiból határozhatjuk meg.
11.2. egyenlet - 
[image: 11.2. Pontra, tengelyre, síkra és síkpárra számított tehetetlenségi nyomaték]


Az S súlyponton átmenő tengelyekre
                értelmezhetjük egy test tehetetlenségi nyomatékát. Itt a tengelyektől mért merőleges
                távolság a koordinátákból Pitagorasz-tétellel számolható.
11.3. egyenlet - 
[image: 11.2. Pontra, tengelyre, síkra és síkpárra számított tehetetlenségi nyomaték]


A síkra értelmezett tehetetlenségi nyomaték a 11.4.
                összefüggés szerint:
11.4. egyenlet - 
[image: 11.2. Pontra, tengelyre, síkra és síkpárra számított tehetetlenségi nyomaték]


Síkpárra számolt (centrifugális v. deviációs) tehetetlenségi nyomaték estén a két
                síktól mért távolságot együttesen vesszük figyelembe. Az xz-zy síkpárra 11.5. szerint
                számolhatunk, a másik két síkpárra hasonló módon adhatjuk meg a centrifugális
                tehetetlenségi nyomatékot.
11.5. egyenlet - 
[image: 11.2. Pontra, tengelyre, síkra és síkpárra számított tehetetlenségi nyomaték]



11.3. Tehetetlenségi nyomatékok mátrixa, főtehetetlenségi nyomatékok



Képezzük a tehetetlenségi nyomatékok mátrixát a 11.6. szerint. (Értelmezését és magyarázatát a következő fejezetekben
                látjuk).
11.6. egyenlet - 
[image: 11.3. Tehetetlenségi nyomatékok mátrixa, főtehetetlenségi nyomatékok]


A tehetetlenségi nyomatéki mátrix szimmetrikus mátrix, tehát van sajátértéke:
11.7. egyenlet - 
[image: 11.3. Tehetetlenségi nyomatékok mátrixa, főtehetetlenségi nyomatékok]


A 11.7. megoldásaként adódó harmadfokú polinom
                λi gyökei lesznek a
                főtehetetlenségi
                    nyomatékok, azaz Θ1, Θ2,
                        Θ3. A sajátvektorok a következő
                mátrixegyenlettel állíthatók elő:
11.8. egyenlet - 
[image: 11.3. Tehetetlenségi nyomatékok mátrixa, főtehetetlenségi nyomatékok]


Az ei egységvektorok kijelölik a
                tehetetlenségi nyomatéki
                    főtengelyeket. A tehetetlenségi főirányok koordináta
                rendszerében a tehetetlenségi nyomatéki tenzor 11.9.
                szerint alakul, azaz a főirányok kr.-ben az összes centrifugális tehetetlenségi
                nyomaték zérus.
11.9. egyenlet - 
[image: 11.3. Tehetetlenségi nyomatékok mátrixa, főtehetetlenségi nyomatékok]


Néhány – a gyakorlat szempontjából hasznos – megállapítás:
	Ha a homogén testnek egy szimmetriasíkja van, akkor az S-n átmenő szimmetriasíkra merőleges tengely
                        tehetetlenségi főtengely.

	Ha a homogén testnek két szimmetriasíkja van, e síkok metszésvonala
                        tehetetlenségi főtengely.

	Tengelyszimmetrikus homogén test esetén a szimmetriatengely és a
                        súlyponton átmenő összes – szimmetriatengelyre merőleges – tengely
                        tehetetlenségi főtengely.




11.4. Tehetetlenségi nyomatékok Steiner-tétele



Vegyünk egy olyan Ω origójú ζ-η-ξ koordinátarendszert, ahol a koordinátatengelyek
                rendre párhuzamosak az x-y-z koordináta rendszerrel, a két koordinátarendszer
                egymáshoz képesti eltolását az
                    rOΩ=x1i+y1j+z1k vektor adja. A ζ-η-ξ kr.-ben a test tehetetlenségi nyomatékai az ζ
                tengelyre:
11.10. egyenlet - 
[image: 11.4. Tehetetlenségi nyomatékok Steiner-tétele]


11.11. egyenlet - 
[image: 11.4. Tehetetlenségi nyomatékok Steiner-tétele]


A másik két tengelyre illetve síkpárra hasonlóan adódik.

11.5. Néhány egyszerűbb alakú test tehetetlenségi nyomatéka



A gépészeti gyakorlatban sokszor egyszerű geometriai elemekből építkezünk, vagy
                gépelemeink jó közelítéssel modellezhetők, összeállíthatók egyszerűbb geometriai
                formákból. A továbbiakban néhány alapvető geometriai alakzatra adjuk meg azok
                tehetetlenségi nyomatékát, feltételezve, hogy a testek homogén
                tömegeloszlásúak.
Karcsú prizmatikus rúd:
[image: 11.2. ábra. Karcsú, prizmatikus rúd]11.2. ábra. Karcsú, prizmatikus rúd


Az l hosszúságú, m tömegű b2 keresztmetszetű [image: 11.5. Néhány egyszerűbb alakú test tehetetlenségi nyomatéka] rúd súlypontján átmenő z
                tengelyre számított tehetetlenségi nyomatéka:
11.12. egyenlet - 
[image: 11.5. Néhány egyszerűbb alakú test tehetetlenségi nyomatéka]


A súlyponton átmenő z tengelyre felírható az
                általános összefüggés, ahol [image: 11.5. Néhány egyszerűbb alakú test tehetetlenségi nyomatéka] miatt az y2 tag elhanyagolható. A dm=ρ·dV helyettesítést használva (ahol ρ·a sűrűség, dV=b2·dx az elemi térfogat) átírható
                az integrál, ahol az integrálási határok –l/2 és
                +l/2-re változnak.
11.13. egyenlet - 
[image: 11.5. Néhány egyszerűbb alakú test tehetetlenségi nyomatéka]


Ha a rúd végének A pontjára szeretnénk meghatározni a tehetetlenségi nyomatékot,
                akkor elég a steiner-tételt alkalmaznunk.
11.14. egyenlet - 
[image: 11.5. Néhány egyszerűbb alakú test tehetetlenségi nyomatéka]


Henger (vagy tárcsa) forgástengelyére (z):
Legyen a henger sugara R, tömege m. A súlyponton átmenő fogástengelyre a tehetetlenségi
                nyomaték a levezetést mellőzve:
11.15. egyenlet - 
[image: 11.5. Néhány egyszerűbb alakú test tehetetlenségi nyomatéka]


Henger esetén a kapott összefüggés a 11.3.
                összefüggésből kiindulva az alábbiak szerint vezethető le. Henger esetén egységnyi
                térfogatelem felírható a 11.3. ábra szerinti
                jelölésekkel, mint:
11.16. egyenlet - 
[image: 11.5. Néhány egyszerűbb alakú test tehetetlenségi nyomatéka]


Felírva a tehetetlenségi nyomaték számítására megismert összefüggést és alkalmazva
                a dm=ρdV, valamint x2+y2=r2
                helyettesítést kapjuk:
11.17. egyenlet - 
[image: 11.5. Néhány egyszerűbb alakú test tehetetlenségi nyomatéka]


[image: 11.3. ábra. Henger tehetetlenségi nyomatéka]11.3. ábra. Henger tehetetlenségi nyomatéka


A tehetetlenségi nyomatékok additív jellegűek (azonos tengelyen összegezhetők),
                így csőre alkalmazva a hengerre megismert összefüggést a cső tehetetlenségi
                nyomatéka meghatározható. Jelölje R a cső külső
                átmérőjét, r a belső átmérőt, l a hosszt, m a cső
                tömegét, ρ a sűrűségét.
11.18. egyenlet - 
[image: 11.5. Néhány egyszerűbb alakú test tehetetlenségi nyomatéka]


11.19. egyenlet - 
[image: 11.5. Néhány egyszerűbb alakú test tehetetlenségi nyomatéka]



PÉLDÁK ÉS FELADATOK



11.1. PÉLDA
Határozza meg az ábrán látható ρ=7800
                kg/m3 sűrűségű 20 mm vastag acéltárcsa
                tehetetlenségi nyomatékát a súlypontján átmenő z tengelyre!
[image: 11.1.1. ábra. A tárcsa geometriája]11.1.1. ábra. A tárcsa geometriája


A tömör tárcsa tehetetlenségi nyomatéka:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Határozzuk meg a furatokat kitöltő anyag tehetetlenségi nyomatékát a súlyponti
                z tengelyre a Steiner-tétellel:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Mivel a furatokat kitöltő anyagot elvesszük a tárcsából azzal, hogy kifúrjuk, így
                ez a tehetetlenségi nyomaték elvonásra kerül. Négy furat esetén a furatos tárcsa
                tehetetlenségi nyomatéka a súlyponti z
                tengelyre:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]

12. fejezet -  Merev test kinetikai jellemzői



A tömegpontrendszernél megismert összefüggésekből kiindulva vizsgálhatjuk kiterjedéssel
            rendelkező merev test kinetikai viszonyait.
12.1. Merev test kinetikai jellemzői



Merev test esetén is meghatározható a test súlypontja, mely kiemelt szerepet kap a test
                kinetikai jellemzőinek leírása során. A súlypontra meghatározásához – ahogy
                tömegpontrendszer esetén is – a statikai nyomaték fogalmából indulunk ki. Tetszőleges
                térbeli pontra számolva egy merev test statikai nyomatéka a 12.1. szerint írható fel (jelölések értelmezését ld. 12.1. ábra). A test súlypontjának azt a pontot tekintjük, melyre a statikai
                nyomaték zérus. Ezt fejezi ki a 12.2. és 12.3. egyenlet.
12.1. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]


12.2. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]


12.3. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]


[image: 12.1. ábra. Merev test súlypontja]12.1. ábra. Merev test súlypontja


Írjuk fel a test impulzusát dm tömegelemre. Definíció szerint ez jelenti a test
                impulzusát
12.4. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]


Most végezzük el 12.2. idő szerinti deriválását. Megkapjuk,
                hogy merev test impulzusa a test tömegének és a súlypont sebességének szorzata.
12.5. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]


A perdület (impulzusnyomaték) definíció szerint 12.6.
                szerint írható fel.
12.6. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]


Végezzük el az r=rs+R helyettesítést, majd
                az integrálást.
12.7. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]


Az egyenlet jobb oldalán álló összeg első tagja átírható [image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői] formában, ami súlypontba mutató
                helyvektor és a test impulzusának vektoriális szorzata. Az összeg másik tagja a perdület
                definíciójából adódóan a súlypontra számolt perdület. Így a test O pontra számolt perdülete az alábbi formában írható fel:
12.8. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]


Vizsgáljuk meg részletesebben a súlypontra számolt perdületet. Ehhez vegyük a korábban
                megismert összefüggést, mely a merev test két pontja közötti sebességek kapcsolatát adja
                (ld. 4. fejezet): [image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői].
[image: 12.2. ábra. Merev test sebességállapota]12.2. ábra. Merev test sebességállapota


12.9. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]


Nézzük meg a 12.9. összefüggés két tagját. Az első tag
                átalakítható 12.10. szerint. Mivel átalakítás után a
                súlypontra számolt statikai nyomatékot kapjuk, mely a súlypont értelmezése szerint zérus,
                így ez a tag zérus értékű.
12.10. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]


A megmaradt összefüggés (12.11.) a szögsebességtől és a
                geometriától függő vektor-vektor függvény.
12.11. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]


A levezetést mellőzve felírható, hogy az összefüggésben szereplő, geometriától függő tag a
                korábban tárgyalt tehetetlenségi nyomaték. Így a súlypontra számolt perdület 12.12. szerint az alábbi formában írható fel:
12.12. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]


A 12.8. összefüggés megadja a kr. origójára vett perdületét
                a merev testnek, de nézzük meg ismét az összefüggést egy tetszőleges A pontra. A 12.3. ábra mutatja a geometriai és
                kinematikai viszonyokat.
[image: 12.3. ábra. Merev test tetszőleges pontra vett perdületének értelmezése]12.3. ábra. Merev test tetszőleges pontra vett perdületének értelmezése


Az A-ból a test egy tetszőleges dm elemi térrészbe mutató
                vektora felírató úgy, mint [image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]. A vizsgált pont sebessége [image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]. Ezzel felírható az A-ra számított perdület,
                mint:
12.13. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]


Fejtsük ki az összefüggést:
12.14. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]


A jelölt egyszerűsítések után az alábbi formára hozható az egyenlet:
12.15. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]


Ha az A álló pont, akkor alkalmazhatjuk a
                [image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői] helyettesítést az alábbiak szerint:
12.16. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]


A kapott összeg második tagjából kiemelhető ω, a kiemelés után – a részletes
                kifejtést mellőzve – megállapíthatjuk, hogy a kapott tényező a tehetetlenség
                nyomaték Steiner tagját adja vissza. Így álló A
                pontra felírható, hogy:
12.17. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]


A merev test mozgását jellemző következő fontos kinetikai jellemző a kinetikai nyomaték. A
                pontrendszerre felírt összefüggés (ld. 10.1. táblázat)
                kiterjesztését adja a 12.18. egyenlet a merev test
                súlypontjára számítva a kinetikai nyomatékot.
12.18. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]


Merev test esetén egy tetszőleges pont gyorsulása felírható a súlypontból a [image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői] összefüggéssel, ahol az egyes mennyiségek értelmezését a 12.4. ábra adja. A gyorsulást behelyettesítve a felírt
                összefüggésbe, majd kifejtve a vektoriális szorzást a gyorsulás-összefüggés tagjaira, a
                12.19. egyenlethez jutunk.
[image: 12.4. ábra. Merev test kinetikai nyomatékának értelmezése]12.4. ábra. Merev test kinetikai nyomatékának értelmezése


12.19. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]


Nézzük meg a súlypontra számolt kinetikai vektor (DS) és a perdület
                (ΠS) derivált kapcsolatát! Ehhez deriváljuk
                idő szerint a 12.11.-es összefüggést! A kifejtés során
                felhasználjuk, hogy [image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]. Ezzel az alábbi összefüggéshez jutunk:
12.20. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]


A 12.20. egyenlettel visszakaptuk 12.19.-t. Azaz a súlypontra számolt perdület derivált a kinetikai vektorral
                egyezik meg.
12.21. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]


A kinetikai vektort – a kötött vektorokra vonatkozó redukálási szabálynak megfelelően – egy
                tetszőleges A pontra felírhatjuk, mint:
12.22. egyenlet - 
[image: 12.1. Merev test kinetikai jellemzői]




12.2. A dinamika alaptörvénye merev testre



Merev test esetén is felírható a dinamika alaptörvénye. A 8.
                fejezetben megismert összefüggések alapján merev testre kimondhatjuk a dinamika
                alaptörvényét, mint:
12.23. egyenlet - 
[image: 12.2. A dinamika alaptörvénye merev testre]


Láttuk, hogy a súlypontra számított perdület-derivált és a súlypontra vett kinetikai
                vektor megegyezik. Vizsgáljuk meg, hogy egy tetszőleges A
                pontra számolt kinetikai nyomaték hogyan viszonyul az ugyanarra a pontra számolt
                perdület-deriválthoz. A 12.24. egyenlet (származtatását ld.
                12.8.) a perdületet adja egy tetszőleges pontra.
12.24. egyenlet - 
[image: 12.2. A dinamika alaptörvénye merev testre]


Deriváljuk idő szerint az összefüggést, figyelembe véve, hogy [image: 12.2. A dinamika alaptörvénye merev testre]:
12.25. egyenlet - 
[image: 12.2. A dinamika alaptörvénye merev testre]


Így:
12.26. egyenlet - 
[image: 12.2. A dinamika alaptörvénye merev testre]


Mivel a 12.26. egyenlet két tagból áll, ezért – a
                számítások megkönnyítése érdekében – a dinamika alaptörvényét általában egy test
                súlypontjára, vagy a test egy rögzített álló pontjára alkalmazzuk. A 12.23.-ban felírt vektorkettőst vektoregyenletek formájában kifejthetjük. A
                lendület-derivált és a testre ható erők egyenlőségét írja le a 12.27. egyenlet, mely visszaadja a Newton által felírt – és általánosan ismert –
                egyenletet:
12.27. egyenlet - 
[image: 12.2. A dinamika alaptörvénye merev testre]


A merev test forgására jellemző mennyiségek felírására a vektorkettős másik tagja ad
                lehetőséget. Súlypontra alkalmazva az összefüggést felírtunk néhány átalakítást. Súlypontra
                írva a [image: 12.2. A dinamika alaptörvénye merev testre] összefüggés adja a dinamika alaptörvényét, de tudjuk, hogy [image: 12.2. A dinamika alaptörvénye merev testre] és [image: 12.2. A dinamika alaptörvénye merev testre]. Mivel a merev testre vonatkozó másodrendű nyomaték
                időben állandó, így a perdület derivált a súlypontban a szögsebesség időbeni változásától
                függ, azaz [image: 12.2. A dinamika alaptörvénye merev testre]. Ez a súlypontra felírt,
                forgásra jellemző tagja a dinamika alapegyenletének az alábbi formára egyszerűsödik:
12.28. egyenlet - 
[image: 12.2. A dinamika alaptörvénye merev testre]



13. fejezet - Merev test energiaviszonyai és síkmozgása



A kinetikai mennyiségek ismerete után a test energetikai állapotának feltárása következhet.
            A merev test szerű mozgás fontos sajátja (és lényegi eltérés a tömegponthoz képest) a
            forgómozgás. A forgás, természetesen, befolyásolja a test energiaviszonyait – gondoljunk csak a
            lendkerékre. Ennek részletes bemutatását adja ez a fejezet.
13.1. Merev test mozgási energiája



A kinetikus energia tömegpont-rendszerre felírt alakjának általánosításával kifejezhetjük
                egy merev test mozgási energiáját.
13.1. egyenlet - 
[image: 13.1. Merev test mozgási energiája]


[image: 13.1. ábra. Merev test sebességviszonyai a mozgási energia felírásához]13.1. ábra. Merev test sebességviszonyai a mozgási energia felírásához


A test egy tetszőleges dm elemi tömege v sebességgel mozog, mely
                sebesség felírható a súlypont sebességéből kiindulva a [image: 13.1. Merev test mozgási energiája] összefüggéssel (jelölések magyarázatát ld. 13.1.
                    ábra). Felhasználva ezt az összefüggést és behelyettesítve a 13.1.-be kapjuk:
13.2. egyenlet - 
[image: 13.1. Merev test mozgási energiája]


Nézzük meg részletesen a kapott összeg tagjait. Az első tag:
13.3. egyenlet - 
[image: 13.1. Merev test mozgási energiája]


A második tag a 13.4. szerint alakul. A kapott eredmény
                integrálos tagja éppen a statikai nyomaték, mely a definíció szerint a súlypontra felírva
                (jelen esetben R a
                súlypontból mutató helyvektor) zérus értéket ad.
13.4. egyenlet - 
[image: 13.1. Merev test mozgási energiája]


Az összefüggés harmadik tagját alakítsuk át felhasználva, hogy [image: 13.1. Merev test mozgási energiája], továbbá azt, hogy [image: 13.1. Merev test mozgási energiája]} (ld. 12.1. fejezet). Ezzel az alábbi
                eredményre jutunk:
13.5. egyenlet - 
[image: 13.1. Merev test mozgási energiája]


Így merev test kinetikus energiája:
13.6. egyenlet - 
[image: 13.1. Merev test mozgási energiája]




13.2. Merev test síkmozgásának kinetikája



A testek síkmozgása számos olyan egyszerűsítést jelent a kinetikai viszonyok leírásában,
                melyek jelentősen megkönnyítik a vizsgálatokat. A síkmozgás-állapot fogalmát, kinematikai
                leírását a korábbiakban már közöltük, ezért itt csak azokat az egyszerűsítéseket foglaljuk
                össze, amik a kinetikai jellemzők terén megtehetők.
Síkmozgás esetén a szögsebesség és szöggyorsulás vektorok merőlegesek a mozgás síkjára. Igaz
                továbbá az is, hogy a súlypontra számolt perdület vektora és a szögsebesség vektor
                párhuzamos. Síkmozgás esetén a kinetikai jellemzőket a 13.1.
                    táblázat foglalja össze:
13.1. táblázat - Merev test síkmozgásának kinetikai jellemzői 
	
                                Kinetikai jellemző

                            	
                                Merev test síkmozgása esetén

                            
	
                                Impulzus súlypontra

                            	
                                [image: Merev test síkmozgásának kinetikai jellemzői]

                            
	
                                Kinetikai vektor a súlypontra

                            	
                                [image: Merev test síkmozgásának kinetikai jellemzői]

                            
	
                                Perdület súlypontra

                            	
                                [image: Merev test síkmozgásának kinetikai jellemzői]

                            
	
                                Dinamika alaptörvénye (súlypontra)

                            	
                                [image: Merev test síkmozgásának kinetikai jellemzői]

                                [image: Merev test síkmozgásának kinetikai jellemzői]

                                [image: Merev test síkmozgásának kinetikai jellemzői]

                            
	
                                Mozgási energia

                            	
                                [image: Merev test síkmozgásának kinetikai jellemzői]

                            




PÉLDÁK ÉS FELADATOK



13.1. PÉLDA
Egy m tömegű testet 15°-os hajlásszögű lejtőn
                v0=20 m/s kezdősebességgel indítunk felfelé. Mekkora
                a test és a lejtő közötti súrlódási együttható, ha a test 10 m/s sebességgel
                érkezik vissza a kiindulási helyre? Mekkora a kiindulási hely és a maximum pont
                magasságkülönbsége? 
A testre az alábbi erők hatnak az ábra szerint:
súlyerő: mg;
normál erő (ami a felületeket összeszorítja): N=mgcos15°;
súrlódó erő (ami a mozgás irányával ellentétes): S=μN=μmgcos15°.
[image: 13.1.1. ábra. A testre ható erők]13.1.1. ábra. A testre ható erők


1. MEGOLDÁS
A test a kiindulási pontban [image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK] mozgási energiával rendelkezik. A visszaérkezés pillanatában [image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK] energiával. A kiinduló és végállapotbeli energiák
                különbsége a súrlódási veszteség:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A felfelé mozgás során a testet a súlyerő lejtő irányú összetevője és a súrlódási erő
                lassítja, így Newton 2. törvényéből a test lassulása:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A sebesség a felfelé menet t1 időtartama alatt 0-ra csökken, így
                felírható:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A lejtő irányú elmozdulás af és
                t1 behelyettesítéssel:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Behelyettesítve az energiákból felírt egyenletre:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Visszahelyettesítve kapjuk:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
2. MEGOLDÁS
Tisztán energetikai megközelítéssel is megoldhatjuk a feladatot. Ebben az esetben a
                munkatételt a lejtőn felfelé és a lejtőn lefelé történő mozgásra is felírjuk.
Lejtőn felfelé:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Innen:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Lejtőn lefelé:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Innen:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A munkatételekből kapott egyenleteket összeadva illetve egymásból kivonva kapjuk L-t és µ-t:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A magasságkülönbség:

                Δh=Lsin15°=12,65 m
13.2. PÉLDA
Az r sugarú, m0 tömegű, Θ tehetetlenségi
                nyomatékú korongot az m tömegű test felfelé gördíti a lejtőn. Az (1) helyzetben
                mindkét test áll. Mekkora lesz a sebességük a (2) helyen?
Θ=0,9 kgm2
r=0,6 m
m0=3 kg
v1=0 m/s
h=2 m
m=12 kg
[image: 13.2.1. ábra. A testek geometriai elrendezése]13.2.1. ábra. A testek geometriai elrendezése


A rendszerre vonatkoztatott energia-megmaradás törvényéből kiindulva felírhatjuk a rendszer
                helyzeti és mozgási energiáját a két állapotban. Mivel a mozgás veszteségmentes, így a két
                állapotban az energiák megegyeznek. Válasszuk zérus magassági szintnek az (1) állapotát a
                rendszernek. A rendszer mozgási és helyzeti energiája az (1)-es állapotban:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A rendszer mozgási és helyzeti energiája a (2)-es állapotban:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A korong és a hasáb súlypontjának sebessége egyenlő (mert a kötél rugalmatlan): vSk=vSh,
                valamint a korong sebessége és szögsebessége között fennáll a vSk=rω összefüggés. Így az
                energiák egyenlőségéből:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
13.3. FELADAT
A Θ tehetetlenségi nyomatékú, r sugarú kötéldobot
                M0 nyomaték hajtja. A rendszer súrlódásmentes. Merre indul el az
                m1 tömeg? Mekkora lesz a gyorsulása?
m1=10 kg
m2=5 kg
Θ=0,5 kgm2
r=0,4 m
M0= 6 Nm
           
[image: 13.3.1. ábra. Kötéldob a tömegekkel]13.3.1. ábra. Kötéldob a tömegekkel


[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
7. animáció: A feladat megoldása látható (készítette Schönek Tamás hallgató)

14. fejezet - Álló tengely körüli forgás; kiegyensúlyozatlanság



A gépészeti gyakorlat egyik fontos területe a forgó tárcsák dinamikai viselkedésének
            feltárása, ismerete és a fellépő kiegyensúlyozatlansági problémák megoldása. Forgó tárcsák
            kiegyensúlyozatlansági problémáit a merev testekre vonatkozó dinamikai ismeretek alapján
            feltárhatjuk. Ebben a fejezetben összefoglaljuk a kiegyensúlyozatlanság típusait, okait és a
            lehetséges megoldásokat.
14.1. Álló tengelyre szerelt tárcsák kiegyensúlyozatlansága



A kiegyensúlyozatlanságot definiálhatjuk úgy, mint a forgórész tömegelrendezésének hibás
                állapotát. Többféle szempont szerint csoportosíthatjuk a kiegyensúlyozatlansági
                problémákat.
Jellege szerint lehet:
	statikus,

	 tisztán nyomaték,

	 kvázistatikus,

	dinamikus.



Oka lehet:
	 gyártási hiba,

	 szerelési hiba,

	 tervezési hiba,

	 anyaghiba,

	 kopás,

	 anyagfelrakódás,

	 korrózió,

	 hődeformáció.



Hatása:
	 extra erők,

	 járulékos nyomaték,

	 rezgés (ld. tengely rezgése animáció) .



[image: 14.1. Álló tengelyre szerelt tárcsák kiegyensúlyozatlansága]
8. animáció: Tengely rezgése
Megszüntetésére, korrekciójára megfelelően elhelyezett kiegyensúlyozó tömegekkel nyílik
                lehetőségünk (pl. autókerekek centrírozása).


14.2. Statikus kiegyensúlyozatlanság



Oka: forgórész súlyponti tehetetlenségi főtengelye nem esik egybe a forgástengellyel, de
                párhuzamos vele.
Járulékos terhelésként extra erő jelenik meg. Az excenricitás (e) sugarú körpályán mozgó tömegpont forgásaként fogható fel a mozgás, mely
                esetben állandó fordulatszám mellet is létrejön centripetális gyorsulás, melyből
                centrifugális erő származik. A dinamika alapegyenletéből kiindulva felírható a centrifugális
                erő:
14.1. egyenlet - 
[image: 14.2. Statikus kiegyensúlyozatlanság]


ahol Fcf – centrifugális erő;
                m – forgórész tömege; n – a másodpercenkénti fordulatszám; e –
                excentricitás.
Ha n a percenkénti fordulatszámot jelenti, akkor [image: 14.2. Statikus kiegyensúlyozatlanság], valamint Fcf=-me0,011·n2.
[image: 14.1. ábra. Statikus kiegyensúlyozatlanság]14.1. ábra. Statikus kiegyensúlyozatlanság


Az excentricitások megengedett értékeit szabvány tartalmazza. A tárcsa kiegyensúlyozását
                megoldhatjuk egyetlen darab kiegyensúlyozó tömeg (m0) elhelyezésével az excentricitással ellentétes
                oldalon, a súlypont így a forgástengelybe kerül.
14.2. egyenlet - 
[image: 14.2. Statikus kiegyensúlyozatlanság]



14.3. Tiszta nyomatéki kiegyensúlyozatlanság



Oka: forgórész súlyponti tehetetlenségi főtengelye nem esik egybe a forgástengellyel, de
                a súlypont a forgástengelyen van.
[image: 14.2. ábra. Tiszta nyomatéki kiegyensúlyozatlanság]14.2. ábra. Tiszta nyomatéki kiegyensúlyozatlanság


Járulékos terhelések keletkeznek tiszta forgatónyomaték formájában a forgás- és
                tehetetlenségi főtengely által kifeszített síkra merőlegesen.
14.3. egyenlet - 
[image: 14.3. Tiszta nyomatéki kiegyensúlyozatlanság]


ahol, M - járulékos nyomaték;
                Θζ; Θξ -
                tehetetlenségi nyomatékok; n – fordulatszám; α - tengelyek bezárt szöge.
Kiegyensúlyozás két darab kiegyensúlyozó tömeg elhelyezése a főtengely és forgástengely
                síkjában, melyek a tehetetlenségi főirányt visszabillentik a forgástengelybe. A
                kiegyensúlyozó tömegek számítása kis szöghiba esetén a 14.4.
                szerint történhet:
14.4. egyenlet - 
[image: 14.3. Tiszta nyomatéki kiegyensúlyozatlanság]



14.4. Kvázi statikus kiegyensúlyozatlanság



Oka: forgórész súlyponti tehetetlenségi főtengelye nem esik egybe a forgástengellyel, a
                súlypont sincs a forgástengelyen, de a tehetetlenségi főtengely és a forgástengely metszik
                egymást. (Statikus és tiszta nyomatéki kiegyensúlyozatlanság speciális kombinációja.)
[image: 14.3. ábra Kvázi statikus kiegyensúlyozatlanság]14.3. ábra Kvázi statikus kiegyensúlyozatlanság


Járulékos terhelések lépnek fel forgatónyomaték és centrifugális erő formájában.
                (Számításukat ld.: előbb). A kiegyensúlyozáshoz egyetlen jól megválasztott tömeg
                elégséges.

14.5. Dinamikus kiegyensúlyozatlanság



Oka: forgórész súlyponti tehetetlenségi főtengelye nem esik egybe a forgástengellyel, a
                súlypont sincs a forgástengelyen és a két tengely kitérő, nincs közös metszéspontjuk.
                (Statikus és tiszta nyomatéki kiegyensúlyozatlanság általános kombinációja.)
Járulékos terhelések:
Forgatónyomaték (két síkban) és centrifugális erő egyaránt keletkezik.
Kiegyensúlyozás:
Min. két kiegyensúlyozó tömeg szükséges, ezek általában nem egyforma nagyságúak, nem is
                egy síkban helyezkednek el. Meghatározásuk a súlypont és tehetetlenségi nyomatéki tengelyek
                forgástengelybe hozásával lehetséges. Ennek elvét az alábbiakban foglalhatjuk össze:
14.5. egyenlet - 
[image: 14.5. Dinamikus kiegyensúlyozatlanság]


Θm    forgórész tehetetlenségi nyomatéka az x-y-z koordináta rendszerben
Θm0 a kiegyensúlyozó tömegek
                tehetetlenségi nyomatéka az x-y-z koordináta
                rendszerben.

PÉLDÁK ÉS FELADATOK



14.1. PÉLDA
Magas fordulatszámon működő gépek tárcsáinak megengedett
                excentricitására ad útmutatást az ISO 1940 szabvány, melynek betartásával akár
                többszörösére is növelhető a gép élettartama. A szabvány G6,3-as pontossági osztálya
                n=20 000 /min fordulatszám esetén e=3 µm excentricitást enged meg. Egy m=50 kg tömegű, a
                jelzett fordulatszámon üzemelő ipari centrifugadob esetén ez mekkora forgásból adódó
                járulékos terhelést jelent a csapágyakon.
A 14.1. egyenlet megadja a tisztán statikus
                kiegyensúlyozatlanságból származó centrifugális erőt:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
14.2. FELADAT
Egy n=3000/min fordulatszámon forgó, m=30 kg tömegű tárcsa
                esetén F=900 N járulékos erőt mértek, ami a statikus kiegyensúlyozatlanságból származik. A
                14.2.1. ábra alapján sorolja be pontossági osztályba a
                tárcsát! Mekkora m0 kiegyensúlyozó tömeget kell elhelyezzünk az R=40 mm –es sugáron (ez a
                lehetséges rögzítési pont), ha azt szeretnénk, hogy a tárcsa kiegyensúlyozatlanságából
                származó centrifugális erő olyan értékű legyen, mintha két pontossági fokozattal jobbra
                gyártották volna a tárcsát?
[image: 14.2.1. ábra. Megengedett excentricitások az ISO 1940 szabvány szerint]14.2.1. ábra. Megengedett excentricitások az ISO 1940 szabvány szerint


14.3. PÉLDA
Egy d=500 mm átmérőjű, h=50 mm szélességű, m=75 kg tömegű
                tárcsát ferdén rögzítettek. A tárcsa ferdesége α=2°. Egyensúlyozzuk a tárcsát 2 db
                m0 tömeggel, melyeket a külső sugáron helyezünk el! Határozza meg
                m0 értékét!
A tárcsa tisztán nyomatéki kiegyensúlyozatlansággal terhelt (14.3.1. ábra).
[image: 14.3.1. ábra. Tiszta nyomatéki kiegyensúlyozatlanság]14.3.1. ábra. Tiszta nyomatéki kiegyensúlyozatlanság


Az R sugarú (R=d/2) tárcsa tehetetlenségi nyomatéka a súlyponton átmenő tehetetlenségi
                főtengelyek koordináta rendszerében (14.3.1. ábra
                ζ-η-ξ koordináta rendszer):
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Írjuk fel a felszerelt m0
                kiegyensúlyozó tömegek tehetetlenségi nyomatékát is ebben a kr.-ben:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Célunk a x-y-z koordináta rendszerben olyan
                tehetetlenségi nyomatéki mátrix előállítása a tárcsa és a kiegyensúlyozó tömegek alkotta
                rendszerre, melynek az x-y-z tengelyek fő másodrendű
                nyomatéki tengelyei, azaz kizárólag a főátlóban vannak zérustól különböző elemei. Ehhez el
                kell végezzük a felírt tehetetlenségi nyomatéki mátrixok összegének koordináta
                transzformációját.
Az x és ζ
                tengelyek megegyeznek, így a transzformáció síkbeli forgatás az alábbi transzformációs
                mátrix szerint:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A tehetetlenségi nyomatéki mátrix transzformációja:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Írjuk fel a tehetetlenségi mátrixok összegét.
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Használjuk az alábbi jelölést:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
és végezzük el a transzformációt:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Az utolsó mátrixművelet esetében csak a -Dyz értéke került részletezésre, annak érdekében,
                hogy áttekinthető maradjon a számítás. Ennek az elemnek a zérussá tételével érhetjük el,
                hogy a tárcsa kiegyensúlyozottá váljon. Írjuk fel ezt a skalár összefüggést behelyettesítve
                a korábban meghatározott Θη,
                    Dηξ és Θξ mennyiségeket:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Ebből a keresett m0
                tömeg:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Megjegyzés: A 14.3. fejezetben található 14.4. összefüggést most nem használhatjuk a feladat megoldására,
                mivel esetünkben α = 2°. Alkalmazása csak kis (α < 0,5°) esetében javasolt. A gépészeti gyakorlatban
                általában ennél lényegesen kisebb szögeltérések jelentkeznek, így a kiegyensúlyozó tömegek
                is jóval kisebbek.

15. fejezet - Ütközés



Merev testek mozgásának egy speciális területe az ütközés. Az ütközési folyamatok pontos
            leírása meglehetősen komplex feladat: a merev testek egyetlen időpillanatban értelmezett
            találkozása végtelen nagy erőket jelent az ütközés pillanatában. A lokális rugalmas és
            rugalmas-képlékeny alakváltozások pontos figyelembevétele pedig túlságosan komplexé teszi a
            feladatot. Az alábbiakban bemutatjuk azokat a feltételezéseket, elhanyagolásokat és módszereket,
            melyek alkalmasak a síkbeli ütközés jelenségének makroszintű mechanikai leírására.
15.1. Ütközések vizsgálatának alapgondolatai



Az ütközések vizsgálatához az alábbi feltételezésekkel élünk:

                
	Az ütközés igen rövid idő alatt játszódik le.

	A rövid ideig tartó érintkezés alatt a testek helyzetében nem
                            következik be változás.

	Az ütközés következtében fellépő erők mellett a többi erő
                            elhanyagolható.

	Az ütközési pontban nincs súrlódás.




           
Az ütközési jelenségek többféle szempont szerint is csoportosíthatók.

                
	Az n
                            ütközési
                                    normálisnak az ütköző testek S súlypontjaihoz viszonyított helyzete
                            alapján lehet:

                            
	Centrikus ütközés: az n mindkét test S pontján átmegy.

                                        
	Egyenes centrikus ütközés: ha mindkét test
                                                  sebességvektora n irányú

	Ferde centrikus ütközés: ha mindkét test
                                                  sebességvektora ettől eltérő.




                                   

	Excentrikus ütközés: az n nem megy át
                                        mindkét test S
                                        pontján.




                       

	Az anyagi viselkedés jellege alapján lehet:

                            
	Tökéletesen rugalmas: az ütközés lokális környezetében a
                                        test deformációjára fordított energiát teljes egészében
                                        visszanyerjük. Ebben az esetben az ütközés anyagi
                                        viselkedését leíró ún. ütközési tényező
                                        (jele: k, mértékegysége
                                        [-]) értéke k=1.

	Tökéletesen képlékeny (v. tökéletesen rugalmatlan): az
                                        ütközési tényező k=0.

	Rugalmas-képlékeny: 0<k<1.




                       




           


15.2. Centrikus ütközés



Centrikus ütközés esetén mindkét test súlypontja az ütközési normálison van. Jelölje
                az egyik test súlypontjának ütközés előtti sebességét vS1
                míg a másik test esetén vS2 az ütközés utáni
                sebességeket rendre uS1 és uS2.
[image: 15.1. ábra. Centrikus ütközés; az ütközés Maxwell-ábrája]15.1. ábra. Centrikus ütközés; az ütközés Maxwell-ábrája


Induljunk ki abból, hogy a pillanatszerű ütközés során a két test között fellépő erőn túl
            más hatás nem éri a testet (ez volt az egyik kiinduló feltételünk), azaz az impulzustétel
            alapján a rendszer impulzusa nem változik (ezt szokás lendület-megmaradásnak is nevezni).
            Felírva ezt a rendszer egészére definiálhatunk egy közös súlypontot, melynek impulzusa az
            ütközés során állandó.
15.1. egyenlet - 
[image: 15.2. Centrikus ütközés]


Az egyes testek mozgásának vizsgálatát az impulzustörvény alapján kezdjük el.
                Mivel feltételeztük, hogy az ütközéskor fellépő erőkhöz képest minden más testre
                ható erő elhanyagolható, ezért az impulzustörvény egy testre a 15.2. szerint írható fel, azaz a lendületvektor, és
                állandó tömegek esetén a sebesség is, csak az ütközési normális irányában változhat.
                Tehát a sebességnek csak az ütközési normális irányába eső összetevője
                változik.
15.2. egyenlet - 
[image: 15.2. Centrikus ütközés]


Nézzük meg a testek forgását az ütközés során. A dinamika alapegyenletét a súlypontra írva
            kapjuk, hogy a perdület idő szerinti változása a testre ható nyomatékkal egyezik meg. Mivel az
            ütközés során fellépő erőnek nincs nyomatéka a súlypontra (mert centrikus ütközés esetén a
            hatásvonala a súlyponton megy át), így nincs olyan nyomaték, ami a test perdületét
            megváltoztatná. Tehát centrikus ütközés során test szögsebessége állandó marad.
Az ütközés során a testek sebességének változását a Maxwell-ábra (ld. 15.1. ábra) segítségével követhetjük nyomon. Felvéve
                az ábrán az O origót és az ütközési normálist,
                felrajzolható a két test sebessége, illetve a közös súlypont (S12). A közös súlypontból
                merőlegest rajzolva a sebességvektorok végpontjaiban felállított – az ütközési
                normálissal párhuzamos egyenesre – kapunk két metszéspontot, melyek a
                sebességvektorok normál irányú változását az ütközési tényező arányában osztják két
                részre, azaz:
15.3. egyenlet - 
[image: 15.2. Centrikus ütközés]


A centrikus ütközés speciális esete, amikor nemcsak a két súlypont esik az ütközési
            normálisra, hanem a két test sebességvektora is. Ilyenkor skalár egyenletek formájában
            megoldható feladathoz jutunk.

15.3. Excentrikus ütközés



Excentrikus ütközés esetén legalább az egyik test súlypontja nem az ütközési
                normálison van. Jelölje az egyik test súlypontjának ütközés előtti sebességét
                    vS1 míg a másik test
                esetén vS2 az ütközés utáni
                sebességeket rendre uS1 és uS2. Az ütközés előtti
                szögsebességeket jelölje ω1 és ω2,
                míg az ütközés utáni szögsebességeket Ω1 és
                    Ω2.
Excentrikus ütközések során minden esetben található az ütköző testen egy ún.
                    lökésközéppont, ennek a pontnak a sebessége az ütközés
                során nem változik. Az 15.2. ábra szerint jelölje
                ezt a pontot K1 és
                    K2. Ezen pontok rajta
                vannak az ütközési normálisra merőleges, a test súlypontján átmenő egyenesen. Ezen
                egyenes és az ütközési normális metszéspontját jelöljük T1 és T2 pontokkal. Az ütköző testeket ezek
                után helyettesítsük két tömegponttal. Az egyik tömegpont kerüljön a T míg a másik a K
                pontokba. A tömegpontokkal való helyettesítés feleljen meg az alábbi
                feltételeknek:
	a test tömege változatlan marad:
15.4. egyenlet - 
[image: 15.3. Excentrikus ütközés]



	a test súlypontja a helyén marad:
15.5. egyenlet - 
[image: 15.3. Excentrikus ütközés]



	a test súlypontra számolt tehetetlenségi nyomatéka nem változik:
15.6. egyenlet - 
[image: 15.3. Excentrikus ütközés]





A pi távolságok (a
                    T pontok helye) az ütközés geometriai
                elrendezéséből ismert, így a többi három ismeretlen a 15.4-15.6. egyenletekből meghatározható.
                Ezek után az ütközést úgy kezeljük, mint két mTi tömegű test centrikus ütközése. Az
                súlypontok ütközés előtti sebességének és a testek szögsebességének ismeretében a
                    Ti és Ki pontok sebességei
                meghatározhatók a merev testekre vonatkozó kinematikai összefüggésekkel. A
                továbbiakban a feladatot úgy kezeljük, mint két mTi tömegű vTi
                sebességű test centrikus ütközése. Ebből meghatározható a két test T1 és T2 pontjának ütközés utáni uT1 és uT2
                sebessége.
[image: 15.2. ábra. Excentrikus ütközés]15.2. ábra. Excentrikus ütközés


A testek forgásában is változás következik be. Ennek leírására a szögsebességek
                megváltozása szolgál. Igaz, hogy vK1=uK1
                és vK2=uK2, vagyis a lökésközéppontok
                sebessége nem változik a az ütközés során. továbbá a T pontok centrikus ütközéséből ismertek az uT1
                és uT2 sebességek, így a test
                szögsebessége a merev test két pontjának sebessége közötti összefüggéssel (ld.:
                    4. fejezet). kiszámolható:
15.7. egyenlet - 
[image: 15.3. Excentrikus ütközés]



15.4. Álló tengely körül forgó test ütközése



Előfordulhat, hogy az ütköző testek egyike (vagy mindkettő) álló tengely körül végez
                forgó mozgást. Ebben az esetben is centrikus ütközésre vezethetjük vissza a
                problémát. A 15.3. ábrán az A pont rögzített pont, melynek sebessége az ütközés során nem
                változik. Viszont a test szögsebessége igen. A test A pontra számolt perdületének megváltozását felfoghatjuk úgy is,
                mint egy A körül forgó tömegpont
                lendületváltozásából származó A-ra számolt
                perdületváltozást. A testet ezúttal egy tömegpont helyettesítse, mely A körül képes forgómozgásra és ráesik az ütközési
                normálisra (15.3. ábra T1
                pontja). A tömegpont meghatározását azonban a test A-ra számolt tehetetlenségi nyomatékából vezetjük le (15.8. egyenlet szerint). A továbbiakban centrikus
                ütközésként oldjuk meg a feladatot, majd a T1 pont ütközés előtti sebességéből
                meghatározzuk a test ütközés utáni sebességét a 4.
                    fejezetben megismert kinematikai ismeretek alapján.
15.8. egyenlet - 
[image: 15.4. Álló tengely körül forgó test ütközése]


[image: 15.3. ábra. Álló tengely körül forgó test ütközése]15.3. ábra. Álló tengely körül forgó test ütközése



PÉLDÁK ÉS FELADATOK



15.1. PÉLDA
Határozza meg a k ütközési tényező értékét, ha a H=1 m
                    magasról leejtett acélgolyó h=0,8 m magasra pattan fel a
                talajról!
A lezajló centrikus egyenes ütközésnél a végtelen tömegűnek tekinthető talaj zérus sebessége
            jelenti az ütközés közös sebességét. Az ütközési tényező a közös sebességhez képest az ütközés
            utáni és előtti sebességek arányát mutatja. Jelen esetben ez a golyó ütközés utáni és előtti
            sebességének az aránya.
Az ütközés előtti és utáni sebesség meghatározásához használjuk fel a 9. fejezet konzervatív erőtérre felírt összefüggéseit. E
                szerint a test leejtése előtti helyzeti energia mozgási energiává alakul, majd az
                ütközés után vissza. Így:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
15.2. FELADAT
Egy 50 km/h sebességgel haladó, 1,2 t tömegű személyautónak
                    hátulról nekiütközik egy 3,1 t tömegű kisteherautó, melynek sebessége 70 km/h.
                    Határozzuk meg a két jármű ütközés utáni sebességét, ha az ütközési tényező 0,4
                    értékű.
15.3. FELADAT
Egy m1=10 kg tömegű fémgolyó ütközik
                    egy m2=2 kg tömegű fa golyóval a 15.3.1. ábra
                    szerinti elrendezésben. A golyók sebessége: vS1=5 m/s;
                        vS2=8 m/s. Az ütközési tényező, k=0,8. Határozza meg
                    a golyók ütközés utáni sebességét!
[image: 15.3.1. ábra. Centrikus ütközés]15.3.1. ábra. Centrikus ütközés



16. fejezet - Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapítatlan szabad rezgés: mozgásegyenlet,
    sajátfrekvencia, rugók kapcsolása



A gépészmérnöki munka során a mérnökök akarva-akaratlanul rezgőrendszereket (gépek,
            szerkezetek, stb.) hoznak létre. A rezgőrendszerek közös jellemzője, hogy rugalmasan
            megfogott tömeget vagy tömegeket tartalmaznak. A megfogás rugalmassága miatt bármely
            tömegre működő erőhatás mozgásba tudja hozni a tömeget. A kialakuló mozgást
            rezgőmozgásnak vagy rezgésnek nevezzük. A rezgés tulajdonképpen egyensúlyi helyzet
            körüli periodikus mozgás. A mozgás formája szerint megkülönböztethetünk egyenes vonalú
            rezgést és forgó (csavaró) rezgést. Az előbbi esetben a rugalmasan megfogott tömeg
            alternáló (oda-vissza) mozgást, míg az utóbbi esetben adott tengely körüli forgó mozgást
            végez. A kialakuló rezgés időben állandó (stacionárius vagy állandósult állapotbeli),
            vagy időben változó (tranziens) lehet. A rezgések nemcsak az emberekre (zajhatás,
            mechanikai hatás) és a környezetre, de magára a gépre (pl. dinamikus igénybevételek) is
            káros, ezért a rezgéseket csökkenteni kell. A rezgéscsökkentés egyik leghatékonyabb
            módja a rezgéskeltő erők csökkentése a mozgó és forgó tömegek kiegyensúlyozásán
            keresztül. A gépek, gépészeti szerkezetek rezgéstani vizsgálatát nagyon gyakran elméleti
            úton végezzük. Ennek első lépése a vizsgált szerkezet dinamikai (helyettesítő)
            modelljének megalkotása. A dinamikai modell a vizsgált, rendszerint igen összetett
            rezgőrendszer egyszerűsített, de ennek ellenére a vizsgált rendszerez nagyon hasonló
            viselkedést mutató mechanikai megfelelője. Minden gép, szerkezet tömegeket és rugalmas
            elemeket tartalmaz, melyek modellezésére általában koncentrált tömegeket és rugókat
            használunk. Lényegében a modell megalkotása során folyamatosan azt mérlegeljük, hogy a
            vizsgált gép, szerkezet adott elemének tömege és rugalmassága mekkora hatást gyakorol a
            szerkezet viselkedésére. Ugyanakkor a gépek működése során elkerülhetetlenül fellépő
            energiaveszteségek (pl súrlódás miatt) figyelembevételére a modelljeinkbe
            csillapításokat is beépítünk. A csillapító hatások a mechanikai energiát hőenergiává
            alakítják át, ami a mozgás szempontjából veszteségnek tekintendő. A valóságos
            lengőrendszerek mindig csillapítottak. Ha a csillapítás kicsi (pl. a rendszer rugalmas
            elemei acélrugók), vagy távol vagyunk a rezonanciától (lásd később), akkor a csillapítás
            mentes modell is jól közelíti a valóságos viszonyokat. Mint tudjuk, minden mozgás
            erőhatás következménye, ezért a dinamikai modellek általában még gerjesztéseket is
            tartalmaznak (lásd gerjesztett rezgés). A gerjesztés lényegében rezgést keltő erő (pl.
            kiegyensúlyozatlan forgórész centrifugális ereje, földrengés, hanghullám, hullámzó víz,
            további külső erők, stb.) Időbeli lefolyásuk szerint ezek lehetnek periodikusan változó
            erők (pl. egy kiegyensúlyozatlan forgórész centrifugális ereje) vagy pillanatnyilag ható
            ütésszerű terhelések (pl. ütés, lökés). Amennyiben a modell nem tartalmaz gerjesztést
            szabad rezgésről beszélünk. A modell megalkotása során feltételezésekkel élünk (pl. csak
            a lényeges tömegeket vesszük figyelembe, a rugók tömegét elhanyagoljuk, a rugók
            erő-elmozdulás karakterisztikáit lineárisnak tekintjük, a csillapítást lineárisnak
            tekintjük, stb.). A feltételezéseinkkel a valóság minél jobb megközelítésére törekszünk,
            miközben a modell egyszerűségét is szem előtt kell tartanunk. Más szavakkal a vizsgált
            szerkezet dinamikai modellje semmivel se legyen bonyolultabb, mint amilyen a szerkezet
            dinamikai viselkedésének mérnöki szempontból elfogadható pontosságú modellezéséhez
            feltétlenül szükséges.
A gép, szerkezet dinamikai viselkedésének vizsgálata ténylegesen csak akkor kezdődhet meg,
            ha a modellje ismert és előzetesen már meghatároztuk a modell elemeinek dinamikai
            jellemzőit (tömeg, rugóállandó, csillapítás, gerjesztés). Az ismert jellemzőkkel bíró
            modellt dinamikai
                rendszernek nevezzük. További feladatunk a rendszer
            jellemzőinek meghatározása (sajátfrekvencia, a gerjesztett rezgés amplitúdója, stb.). A
            dinamikai rendszereket rendszerint szabadságfokaik száma szerint osztályozzuk. A
            szabadságfok megmutatja, hogy a tömeg (tömegek) mozgását hány egymástól független
            koordinátával (helyzetjellemzővel) adhatjuk meg. Például haladó mozgást végző tömegek
            esetén (haladó rezgés) a szabadságfok a tömegek egymástól független elmozdulásának a
            számát jelöli. A továbbiakban csak a legegyszerűbb un. egy tömegű, egy szabdságfokú
            rendszerekkel foglalkozunk, ezért a tömeg mozgásának megadásához egyetlen egy
            koordinátára lesz szükség. A dinamikai rendszer tömegei különféle mozgásokat
            végezhetnek. A mozgás lehet egyszerű és összetett. A legegyszerűbb mozgás az egyenes
            vonalú haladó mozgás és az álló tengely körüli forgó mozgás. Ezek közül a továbbiakban
            csak az egyenes vonalú haladó mozgással foglalkozunk. Egy szabadságfokú, haladó mozgást
            végző rezgőrendszer esetén a tömeg súlypontjának pillanatnyi helyzetét skaláris
            koordinátával adjuk meg. A koordináta kezdőpontja bárhol felvehető, de célszerű, ha ezt
            az egyensúlyi középhelyzettől mérjük. Mozgás közben a koordináta (helyzetjellemző)
            nagysága az idő függvényében változik. A dinamikai feladatok megoldásának közvetlen
            célja többnyire e függvénykapcsolat meghatározása.
Érdemes a dinamikai rendszerek működést az energia oldaláról is megvizsgálni. Ebből a
            szempontból a dinamikai rendszerek modelljei energiatároló (tömeg, rugó) és energiaemésztő
            (csillapítás) elemeket tartalmaznak. Energetikai szempontból a mozgó tömegeknek
                mozgási
                energiájuk van, a rugalmas elemekben pedig potenciális (helyzeti)
                energia halmozódik fel. Rezgő mozgás esetén a rendszer mozgási
            energiája helyzeti energiává alakul, majd az ismét mozgási energiává alakul. A lengés
            erősségét a csillapító hatások csökkentik, míg a gerjesztő hatások által végzett munka
            pótolja a csillapítások által elvont energiát, sőt adott esetben növelheti a rendszer
            energiatartalmát. Amennyiben sem gerjesztés, sem csillapítás nem szerepel a dinamikai
            modellben a rendszer energiatartalma állandó.
A tananyag kizárólag olyan egyszabdságfokú rezgőrendszerek vizsgálatával foglalkozik, ahol a
    rendszer mozgásegyenlete zárt formában, azaz numerikus módszerek alkalmazása nélkül, is
    megoldható.
16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia



Dinamikai rendszerekben a potenciális (helyzeti) energia tárolója többnyire valamilyen tömeg
                nélküli, rugalmas elem (rugó). Általában feltételezhetjük, hogy a rugók anyaga
                homogén és a Hooke-törvény szerint alakváltozik, azaz a rugó hosszának
                megváltoztatásához szükséges erő és a rugó hosszváltozása között lineáris kapcsolat
                van (lineáris rugó karakterisztika). A hosszváltozás és az ehhez szükséges erő
                hányadosát rugóállandónak (c), a rugóállandó
                reciprokát, azaz az erő és az ehhez tartozó hosszváltozás hányadosát pedig
                rugómerevségnek (s) nevezzük. Más szóval a
                rugóállandó nem más, mint egységnyi erő okozta megnyúlás.
16.1. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


Ehhez hasonlóan a rugómerevség egységnyi megnyúláshoz szükséges erőként értelmezhető.
16.2. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


A 16.1 és a 16.2 egyenletekben
          x a rugó hosszváltozását jelöli. A definíciók
        értelmében a rugóállandó mértékegysége [m/N], a rugómerevségé pedig [N/m].
Tegyük fel, hogy adva van a 16.1 ábrán látható dinamikai
        modell, amelynek valamennyi dinamikai jellemzője (m, c)
        ismert. Tegyük fel, hogy a t=0 időpillanatban az
          m tömeget a vízszintes egyenes mentén kimozdítjuk
        egyensúlyi helyzetéből, majd magára hagyjuk. A kitérítést követően a mozgó tömegre csak a
        visszatérítő rugóerő hat, ami arányos a rugó hosszváltozásával (lineáris karakterisztika). A
        tömeg súlypontjának pillanatnyi helyzetét az x
        koordinátával adjuk meg. A koordináta kezdőpontját az egyensúlyi középhelyzettől
        mérjük.
[image: 16.1. ábra. Egy szabadságfokú, csillapítatlan dinamikai rendszer]16.1. ábra. Egy szabadságfokú, csillapítatlan dinamikai rendszer


A tömegre ható visszatérítő erő (rugóerő) arányos a tömeg kitérésével, ezért
16.3. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


A tömeg csak az x tengely mentén képes mozogni, ezért
                nincs szükség a fenti vektoros szemléletre. A visszatérítő erő és a kitérés közti
                kapcsolat ennek értelmében az alábbi skalár egyenlettel is megadható:
16.4. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


A mínusz előjelre azért van szükség, mert a visszatérítő erő és a tömeg kitérése egymással
    ellentétes.
Felhasználva Newton második törvényét írhatjuk, hogy
16.5. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


A 16.5 egyenlet az alábbi átrendezett alakban is
        felírható:
16.6. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


Ezzel eljutottunk a harmonikus rezgőmozgás differenciálegyenletéhez. Egy szabadságfokú
        rezgőrendszerek esetén a mozgásegyenlet (matematikai modell) egy darab differenciálegyenlet.
        Harmonikus rezgőmozgás esetén a szélső helyzetéből elengedett tömeg az egyensúlyi helyzeten
        áthaladva elér a másik oldalon is egy szélső helyzetet. A két szélső helyzethez tartozó
        kitérés abszolút értéke harmonikus rezgés esetén megegyezik. A tömeg legnagyobb kitérését a
        rezgés amplitúdójának nevezzük. A tömeg akkor tesz meg egy teljes lengést, ha az egyik
        szélső helyzetéből elindulva a másik szélső helyzeten keresztül visszaér a kiindulási
        helyzetébe. Az ehhez szükséges időt periódusidőnek (T), annak reciprokát pedig a rezgés
        frekvenciájának (f) nevezzük. A frekvencia a
        másodpercenkénti rezgések száma, mértékegysége [Hz].
16.7. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


A tömeg kitérésének időbeli változását megkapjuk, ha megoldjuk a 16.6 mozgásegyenletet. Ennél a pontnál érdemes felidézni az egyenletes
        körmozgásnál tanultakat. Körpályán egyenletesen mozgó pont vetülete a kör síkjában fekvő
        egyenesre (x tengely a 16.2.
          ábrán) harmonikus rezgő mozgás.
[image: 16.2. ábra. A körmozgás és a rezgő mozgás kapcsolata (a körpálya sugara)]16.2. ábra. A körmozgás és a rezgő mozgás kapcsolata (a körpálya sugara)


Az egyenletes körmozgás és a harmonikus rezgő mozgás kapcsolata miatt a körfrekvencia
        fogalmát rezgő mozgás esetén is értelmezhetjük. A szögsebesség vagy körfrekvencia ennek
        értelmében megmutatja, hogy a rezgő mozgásnak megfeleltethető, rezgés amplitúdójával
        megegyező sugarú körpályán létrejövő körmozgás esetén mekkora az egy másodperc alatt
        létrejövő, radiánban kifejezett φ szögelfordulás nagysága
          (16.2. ábra). A szögsebesség vagy körfrekvencia
        mértékegysége [rad/s] vagy [1/s]. Ha ismerjük a periódusidőt, akkor a szögsebesség
        felírható, mint
16.8. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


Nagyon fontos, hogy az ω szögsebességet vagy
                körfrekvenciát ne tévesszük össze az f
                frekvenciával. Ha a rezgőmozgás vizsgálatára méréseket végzünk, általában a
                frekvenciát mérjük. A számításainkban ezzel szemben általában a szögsebességet vagy
                körfrekvenciát használjuk. A szögsebesség és a frekvencia közti kapcsolat a
                következő:
16.9. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


A félreértések elkerülése érdekében, a frekvencia mértékegységeként [Hz] helyett soha se
    használjunk [1/s]-ot!
A körmozgás és a rezgő mozgás analógiája miatt, a 16.6
        mozgásegyenletnek nevezett differenciálegyenlet megoldása
16.10. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


alakban írható fel (16.2 ábra), ahol φ=ω⋅t.
A sebesség és a gyorsulás definíciójának értelmében
16.11. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


16.12. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


Felhasználva 16.10 és 16.12
        egyenleteket a 16.6 egyenlet az alábbi alakban írható
16.13. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


Ez úgy is felírhatjuk, hogy
16.14. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


A 16.14 egyenlet teljesül, amennyiben
16.15. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


A harmonikus rezgő mozgás szögsebessége/körfrekvenciája ezek szerint időtől függetlenül
    állandó, értéke
16.16. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


ω-t a vizsgált rendszer saját körfrekvenciájának, vagy
                röviden sajátfrekvenciájának is szokás nevezni. A szabad lengés körfrekvenciája a
                rendszer jellemzőitől (tömeg és rugóállandó) függ, és egy adott rendszerre jellemző
                állandó érték.
A rezgés amplitúdója az indítási vagy kezdeti feltételektől függ. Tegyük fel, hogy az m
        tömeg t=0 időpillanatban az x=0 koordinátával megadható pozícióban van, miközben sebessége, ugyanebben az
        időpillanatban, v0 nagyságú (v0≠0). Az
        indítási feltételek ebben az esetben az
16.17. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


16.18. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


egyenletekkel adhatók meg. Behelyettesítve t=0-t a 16.11 egyenletbe adódik, hogy
16.19. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


Ettől eltérő indítási feltételek esetén a mozgásegyenlet megoldását 16.10 helyett az alábbi általános alakok egyikével szokás felírni.
16.20. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


16.21. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


A 16.20 egyenletben φ0 a nullfázisszöget, vagy röviden a fázisszöget
        jelöli. Az egyenletekben látható A, φ0, illetve c1, c2 állandókat az indítási
        feltételekből kell meghatározni.
A helyzeti energiát általánosan értelmezve a rugóban felhalmozódott energia is helyzeti vagy
    potenciális energia. Számítása a munkatétellel:
16.22. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


Most határozzuk meg az m tömeg mozgási energiáját.
16.23. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


A kettő összege [image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia] helyettesítés után:
16.24. egyenlet - 
[image: 16.1. Mozgásegyenlet és sajátfrekvencia]


Harmonikus rezgőmozgás esetén a rendszer teljes energiája, ezek szerint, időtől függetlenül
    állandó.


16.2. Rugók kapcsolása



A dinamikai rendszerek rugóit többféle módon kapcsolhatjuk egymáshoz, illetve a mozgó
        tömeghez. Az ilyen rugócsoport rendszerint egyetlen rugóval helyettesíthető.
[image: 16.3. ábra. Két darab sorba kapcsolt rugó]16.3. ábra. Két darab sorba kapcsolt rugó


A rugók kapcsolási módjai közül először ismerkedjünk meg két rugó soros kapcsolásával
          (16.3. ábra). Soros kapcsolás esetén a rugócsoport mindkét
        rugójában – függetlenül a rugóállandók nagyságától - azonos nagyságú erő lép fel
          (F1=F2=F). Ezzel szemben, eltérő
        rugóállandók esetén, a két rugó hosszváltozása eltérő nagyságú. A rugócsoport teljes
        hosszváltozása (x) azonban mindig az egyes rugók
        hosszváltozásainak (x1,
            x2) összegeként számítható (x=x1+x2). A rugóállandó
        definíciójának felhasználásával a rugócsoport teljes hosszváltozása az alábbi alakban
        írható.
16.25. egyenlet - 
[image: 16.2. Rugók kapcsolása]


ahol c a rugócsoport eredő rugóállandója. Ennek
        értelmében a két darab sorba kapcsolt rugó helyettesíthető egy darab
16.26. egyenlet - 
[image: 16.2. Rugók kapcsolása]


rugóállandóval rendelkező rugóval. Amennyiben n darab
        rugót kapcsolunk sorba az eredő rugóállandó nagysága értelem szerűen a
16.27. egyenlet - 
[image: 16.2. Rugók kapcsolása]


összefüggéssel határozható meg. Az n darab sorba
        kapcsolt rugóból álló rugócsoport eredő s
        rugómerevségének nagysága a rugóállandó és a rugómerevség között fennálló kapcsolat miatt
        az
16.28. egyenlet - 
[image: 16.2. Rugók kapcsolása]


alakban írható, ahol si az
          i-edik rugó rugómerevségét jelöli.
A másik jellemző kapcsolási mód a rugók párhuzamos kapcsolása (16.4. ábra).
[image: 16.4. ábra. Párhuzamosan kapcsolt rugók]16.4. ábra. Párhuzamosan kapcsolt rugók


Rugók párhuzamos kapcsolása esetén a rugók hosszváltozása azonos (x1=x2=x), azonban
        eltérő rugóállandó esetén a bennük fellépő erő eltérő. A rugók által az m tömegre kifejtett teljes erő (F) megegyezik az egyes rugókban fellépő erők (F1, F2) összegével (F=F1+F2). A
        rugóállandó definíciójának felhasználásával az eredő rugóerőt felírhatjuk, mint
16.29. egyenlet - 
[image: 16.2. Rugók kapcsolása]


ahol c az eredő rugóállandót jelöli. Ennek értelmében
        a két darab párhuzamosan kapcsolt rugó helyettesíthető egy darab rugóval, melynek c eredő rugóállandója az
16.30. egyenlet - 
[image: 16.2. Rugók kapcsolása]


összefüggésből határozható meg. Amennyiben n darab
        rugót kapcsolunk egymással párhuzamosan az eredő rugóállandó nagyságát értelem szerűen
        az
16.31. egyenlet - 
[image: 16.2. Rugók kapcsolása]


kifejezés szolgáltatja. Az n darab párhuzamosan
        kapcsolt rugóból álló rugócsoport eredő s rugómerevségének nagysága a rugóállandó és a
        rugómerevség között fennálló kapcsolat értelmében
16.32. egyenlet - 
[image: 16.2. Rugók kapcsolása]


alakban írható, ahol si az
          i-edik rugó rugómerevségét jelöli.

PÉLDÁK ÉS FELADATOK



16.1. Példa
Határozzuk meg a t = 0 időpillanatban az egyensúlyi állapothoz
                    képest 3 cm-rel kitérített és 5 cm/s kezdősebességgel rendelkező egy
                    szabadságfokú, egy tömegű, csillapítatlan szabad rezgést végző rezgő rendszer
                    mozgását, ha m = 4 kg, s = 100 N/m.
Az m tömeg súlypontjának elmozdulását szemléltető
                    x koordináta nagysága az egyensúlyi
                helyzetben legyen zérus nagyságú. A tömeg mozgása közben az x koordináta nagysága az időtől függően változik. A rezgő rendszer
                mozgását akkor tekintjük ismertnek, ha rendelkezésünkre áll az x koordináta
                    t időtől való függését leíró x(t) függvény.
A vizsgált lineáris lengőrendszer mozgása az
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
függvénnyel leírható harmonikus lengőmozgás, ahol a lengés A amplitúdója és φ fázisszöge a
                kezdeti feltételektől (indítás módjától) függ. A kifejezésben szereplő ω a rezgő mozgás körfrekvenciája, amelynek értéke az
                    m tömeg és az s rugómerevség nagyságától
                függ.
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A fenti rendszer t=0 időpillanatbeli kitérése
          x(t=0)=x0=0,03 m, sebessége v(t=0)=v0=0,05
        m/s.
A kezdeti feltételek alapján felírható egyenletek:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Átrendezés, majd mindkét oldal négyzetre emelése után
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Összeadva a fenti két egyenletet:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
amiből
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Ha a fenti egyenleteket most nem összeadjuk, hanem elosztjuk egymással, akkor
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Így a dinamikai rendszer mozgását leíró függvény
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
16.2. Példa
Adva van egy függőleges helyzetű s=50 N/m rugómerevséggel rendelkező
          rugó. A rugó legfelső pontjától mért h=0,03 m magasságból ráejtünk a rugóra egy m=0,1 kg
          tömegű testet (16.2.1 ábra). Határozzuk meg a rugó
          legnagyobb összenyomódásához tartozó x elmozdulás értékét.
[image: 16.2.1. ábra. A kiindulási és a rugó legnagyobb összenyomódásához tartozó helyzet]16.2.1. ábra. A kiindulási és a rugó legnagyobb összenyomódásához tartozó helyzet


A helyzeti vagy potenciális energia nulla szintjét a lefelé mozgó tömeg legalsó pozíciójánál
                vesszük fel. Az energia megmaradás törvényének értelmében az m tömeg kezdetben meglévő potenciális energiáját a tömeg legalsó
                pozíciójában teljes egészében a rugó tárolja. Azaz, amikor a tömeg eléri a legalsó
                pozícióját a rendszer teljes energiája rugóban felhalmozódott energiaként van jelen
                a dinamikai rendszerben.
A rugóban felhalmozódott energia maximális értéke
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
ahol c a rugóállandót jelöli. Az energia megmaradás
                törvénye ennek megfelelően
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Átrendezve az egyenletet:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
vagy
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Felhasználva a másodfokú egyenlet megoldó képletét
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Az egyenlet két gyöke:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A negatív előjelű x2 gyök annak az
                esetnek felel meg, amikor a rugóra ejtett m tömeg mereven hozzákapcsolódik a rugóhoz
                és a rugóval együtt olyan dinamikai rendszert hoz létre, amely az x1 és x2 értékekkel jellemzett szélső helyzetek
                között végez rezgő mozgást.
Jelen esetben az m tömeg nem kapcsolódik mereven a rugóhoz, ezért a rugó nem nyúlhat meg. Az
          x1 értékkel jellemzett alsó
        pozíciót követően a felfele mozgó tömeg x=0-nál elválik a
        rugótól.
16.3. Példa
A függőleges helyzetű s rugómerevségű rugóra h magasságból m tömegű
          testet ejtünk. A h magasságot a kezdetben terheletlen rugó legfelső pontjától mérjük
            (16.2.1 ábra). A tömeg az ütközés következtében mereven
          hozzákapcsolódik a rugóhoz és a rugóval együtt egy egy tömegű csillapítatlan szabad
          rezgést végző rezgő rendszert hoz létre.
Kérdések:
	Mekkora a kialakuló rezgés amplitúdója?

	Mekkora a tömeg maximális gyorsulása a felfelé és a lefelé
                            irányuló rezgés során?



A függőleges mozgást végző rezgő rendszer egyensúlyi helyzete a test súlya és a rugómerevség
    ismeretében számítható.
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A rezgő rendszer akkor jön létre, amikor a leejtett tömeg hozzáér a rugóhoz. Tekintsük ezt a
          t=0 időpillanatnak, majd írjuk fel az indítási
        feltételeket. Az m tömeg elmozdulását a rezgő rendszer
        egyensúlyi állapotának megfelelő pozíciótól mérjük.
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
A v0 kezdősebesség a h magasságból leejtett szabadon eső m tömegű test [image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK] nagyságú sebességével egyezik meg.
A kezdeti feltételek ismeretében a rezgés amplitúdója (lásd 16.1.
          példa)
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
ahol [image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK] a
        rendszer körfrekvenciáját jelöli. Ennek felhasználásával
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK] .
Mivel [image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK], a rezgő tömeg felső szélső helyzetéhez negatív x
        érték tartozik. Más szóval, a felső szélső helyzetben a rugó megnyúlik.
A szabad rezgés során kialakuló legnagyobb gyorsulás
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK] .
Az összefüggésből jól látható, hogy a legnagyobb gyorsulás értéke meghaladja a g gravitációs gyorsulás nagyságát.
16.4. Példa
Adva van egy rugó, amelynek rugómerevsége s, hosszúsága L. Vágjuk
          ketté a rugót középen, és a két darabot helyezzük egymás mellé a 16.4.1 ábrán látható módon. Mekkora az így kapott rugócsoport
            s2 rugómerevsége?
[image: 16.4.1. ábra. Az eredeti félbevágott rugó és a két darabjából létrehozott rugócsoport]16.4.1. ábra. Az eredeti félbevágott rugó és a két darabjából létrehozott rugócsoport


Az eredeti L hosszúságú rugó x értékkel történő megnyújtásához szükséges erő nagysága
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK].
A rugó félbevágásával kapott L/2 hosszúságú rugó
        ugyanakkora x értékkel történő megnyújtásához kétszer
        ekkora erőre van szükség, mert a rugó meneteinek megnyúlása kétszer akkora, mint az előbbi
        esetben.
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]
Ebből jól látszik hogy a félbevágott rugó rugómerevsége (egységnyi megnyúláshoz szükséges
    erő) kétszer akkora, mint az eredeti rugóé.
Amennyiben két ilyen L/2 hosszúságú rugót párhuzamosan
                kapcsolunk az eredő rugómerevség a két rugó rugómerevségének összege:
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK].
Tehát a két darab, párhuzamosan kapcsolt, L/2 hosszúságú
                rugóból álló rugócsoport rugómerevsége az eredeti L hosszúságú rugó merevségének négyszerese. Más szóval, a két darab,
                párhuzamosan kapcsolt, L/2 hosszúságú rugó adott
                    x értékkel történő megnyújtásához négyszer
                akkora erőre van szükség, mint az eredeti L
                hosszúságú rugó ugyanekkora x értékkel történő
                megnyújtásához.

17. fejezet - Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves
    csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum



A dinamikai rendszerekben a csillapító hatások modellezésére különböző csillapításokat
    használnak. Ezek két leggyakoribb formája a száraz és a nedves csillapítás. Száraz csillapítás
    esetén a csillapítóerő nagyságát a Coulomb-féle súrlódási törvény definiálja. Ennek értelmében a
    csillapítóerő/súrlódási erő állandó nagyságú, értékét a súrlódási tényező és a felületeket
    összeszorító erő nagyságának szorzata adja meg. Nedves csillapítás esetén, ezzel szemben, a
    csillapítóerő a tömeg sebességével arányos. Van egy harmadik, folyadék vagy gáz halmazállapotú
    közegben mozgó tömegeknél előforduló csillapítási forma, amit szintén gyakran használnak. Ennél
    a csillapítóerő a tömeg sebességének négyzetével arányos.
Jelen fejezet a nedves csillapítással csillapított egy szabadságfokú, egy tömegű
      rezgőrendszerek szabad rezgésének vizsgálatával foglalkozik. A 17.1
        ábrán látható rendszer nedves csillapításának csillapítási tényezőjét jelöljük
        k-val. A csillapítási tényező mértékegysége [Ns/m]. Az
        m tömeg és a vízszintes felület közti érintkezést
      súrlódásmentesnek tekintjük.
[image: 17.1. ábra. Egy szabadságfokú, nedves csillapítással csillapított dinamikai rendszer]17.1. ábra. Egy szabadságfokú, nedves csillapítással csillapított dinamikai rendszer


A rezgőrendszer tömegére ható csillapítóerő/fékezőerő a rezgési energia felemésztését
    (disszipációját) szolgálja. Lineáris csillapítás esetén a csillapítóerő a tömeg sebességével
    arányos.
17.1. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


A mínusz előjelre azért van szükség, mert a csillapítóerő a tömeg sebességével ellentétes
    irányú.
A rendszer mozgásegyenlete a dinamika alaptörvényének értelmében
17.2. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


vagy
17.3. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


alakban írható fel. Átrendezést követően a mozgásegyenlet az alábbi alakot veszi fel.
17.4. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


17.5. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


Az utóbbi egyenletben a kitérés első idő szerinti deriváltját [image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]-al, második idő szerinti deriváltját [image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]-al jelöltük. Az egyenletben szereplő ω a
      csillapítatlan rendszer (lásd 16.1. ábra) körfrekvenciáját
      jelöli. Már itt érdemes megjegyezni, hogy a csillapított rendszer szögsebessége vagy
      körfrekvenciája bár állandó érték, mégis kisebb, mint a csillapítás nélküli rendszer ω körfrekvenciája. A különbség a gyakorlatban előforduló kis
      csillapítások mellett nem jelentős.
A differenciálegyenlet általános megoldása
17.6. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


alakban írható, ahol x1 és x2 a 17.4 egyenlet partikuláris megoldásai. A partikuláris megoldásokat
      Euler javaslatára
17.7. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


alakban keressük. Következő lépésként előállítjuk 17.7
      első és második idő szerinti deriváltját és behelyettesítjük azokat a 17.5 differenciálegyenletbe.
17.8. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


17.9. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


Behelyettesítés és eλ⋅t -vel
            való egyszerűsítés után az alábbi karakterisztikus egyenletnek nevezett algebrai
            egyenletet kapjuk.
17.10. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


Amennyiben λ kielégíti a karakterisztikus egyenletet,
        x = eλt valóban 17.5 partikuláris megoldása. A karakterisztikus egyenlet gyökei a
      másodfokú egyenlet megoldóképlete alapján határozhatók meg.
17.11. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


17.12. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


A 17.11 és 17.12
      egyenletekben látható δ és β állandókat az alábbi egyenletek definiálják.
17.13. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


17.14. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


A 17.7 partikuláris megoldás figyelembevételével a 17.6 általános megoldás a következő alakban írható fel.
17.15. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


A C1,
        C2 integrálási állandók az indítási vagy kezdeti
      feltételektől függnek. Ha t=0 időpontban x=0 és v=vmax=v0, akkor [image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum], [image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum] és így az
      általános megoldás:
17.16. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


Erős a csillapítás, ha β valós szám, azaz
17.17. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


17.18. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


17.19. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


Ha a rendszer csillapítása nagyobb a kritikusnál (kkrit=2mω) a
      kitérített (x(t =
        0) = x0) és magára
      hagyott tömeg nem végez periodikus lengést (nincs rezgőmozgás), hanem egyre lassuló mozgással,
      elméletileg végtelen hosszú idő alatt visszatér eredeti helyzetébe (aperiodikus mozgás). Ezt
      az aperiodikus mozgást kúszásnak nevezik (17.2 ábra folytonos
      vonala).
[image: 17.2. ábra. Aperiodikus mozgás]17.2. ábra. Aperiodikus mozgás


Jegyezzük meg, hogy ha a rendszer csillapítása nagyobb a kritikusnál, vagy egyenlő azzal,
      akkor a tömeg x kitérése aszimptotikusan közeledik az
        x=0-val jellemezhető egyensúlyi helyzethez. Ez a
      közeledés a legtöbb esetben egy oldalról valósul meg, kivéve azt az esetet, amikor a t=0 időpillanatban pozitív x0 pozícióban lévő tömeg egy erős, x tengely irányával ellentétes irányú kezdőlökést (kezdősebességet)
      kap (17.2 ábra alsó szaggatott vonala). Ebben az esetben a
      tömeg legfeljebb egyszer áthalad az egyensúlyi helyzeten, majd a másik oldalról közeledik
      aszimptotikusan az egyensúlyi helyzethez. Az is kimutatható, hogy a tömeg abban az esetben
      közeledik a leggyorsabban az egyensúlyi helyzethez, ha a rendszer csillapítása a kritikus
      csillapítással azonos. Más szóval minél közelebb van a kritikus csillapításnál nagyobb
      csillapítás a kritikus csillapítás értékéhez, annál gyorsabban közeledik a tömeg az egyensúlyi
      helyzethez. Kritikus csillapításnál kisebb csillapítás esetén a tömeg hosszú ideig rezeg, míg
      a kritikusnál nagyobb csillapítás esetén a tömeg túl lassan közeledik az egyensúlyi
      helyzethez. A 17.2 ábra felső szaggatott vonala annak az
      esetnek felel meg, amikor a t=0 időpillanatban x0 pozícióban lévő tömeg x tengely irányával megegyező irányú kezdőlökést kap.

9. animáció: Erős csillapítás
Gyenge a csillapítás, ha β képzetes szám. Ekkor
17.20. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


és
17.21. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


ahol i a képzetes egység [image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]. Bevezetve a
17.22. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


jelölést, β az alábbi alakban írható
17.23. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


A 17.16 általános megoldás ezzel és a komplex számok
        Euler-féle alakjának ([image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]) felhasználásával
17.24. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


17.25. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


ahol
17.26. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


A 17.25 függvény képe a 17.3
        ábrán látható. A lengéskép burkológörbéjének egyenlete [image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum] , ahol [image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]. Meg kell azonban említeni, hogy a
      burkológörbe a lengésképet nem a legnagyobb kitérések helyén érinti. Kritikusnál kisebb
      csillapítással csillapított rendszer esetén a tömeg periodikus lengéseket végez, ezek
      amplitúdója azonban az idővel aszimptotikusan csökken (minden határon túl zérushoz
      tart).

10. animáció: Gyenge csillapítás
A szinuszfüggvény 2π szerint periodikus, ezért
17.27. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


tehát a csillapított rezgés lengésideje/periódusideje
17.28. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


Jegyezzük meg, hogy a csillapított rendszer lengésideje valamivel nagyobb a
        csillapítatlan rendszer [image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum] lengésidejénél. A lengésidők eltérése a csillapítás nagyságától függ.
      Amennyiben a csillapítás kicsi a lengésidők alig különböznek. γ-t a gyengén csillapított rendszer (saját) körfrekvenciájának nevezzük
      (csillapított saját rezgés körfrekvenciája). Számértéke valamivel kisebb, mint a
      csillapítatlan rendszer (saját) körfrekvenciája.
[image: 17.3. ábra. A tömeg kitérése az idő függvényében (lengéskép) gyengén csillapított rendszer esetén]17.3. ábra. A tömeg kitérése az idő függvényében (lengéskép) gyengén csillapított rendszer
    esetén


Képezzük két egymást követő azonos irányú legnagyobb kitérés (A1 és A3)
            hányadosát
17.29. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


amiből
17.30. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


A k csillapítási tényezőt főleg levezetéseknél
            használják. A gyakorlatban a csillapítás jellemzésére alkalmasabb az un. Lehr-féle
            csillapítás (D) vagy az un. logaritmikus dekrementum
                (Λ).
17.31. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


17.32. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


Az egyenletekből jól látszik, hogy a Lehr-féle csillapítás a rendszer valóságos és
      kritikus csillapítási tényezőjének aránya (D<1 esetén a
      nyugalmi helyzetből kimozdított tömeg rezgést végez), míg a logaritmikus dekrementum két
      egymást követő, azonos irányú (értelmű) legnagyobb kitérés arányának természetes logaritmusa.
      A 17.32 egyenlet értelmében a rendszer csillapítását méréssel
      úgy is meghatározhatjuk, hogy megmérjük az egymást követő, azonos irányú legnagyobb
      kitéréseket és kiszámítjuk a logaritmikus dekrementum értékét. Az így meghatározott
      logaritmikus dekrementumból ezt követően a csillapítási tényező (k), és a a Lehr-féle csillapítás is meghatározható, ugyanis ezen csillapítási
      jellemzők egymásba átszámíthatók.
PÉLDÁK ÉS FELADATOK



17.1. Példa
Adva van a 17.1.1a ábrán látható
    csillapított rezgő rendszer. A rendszer csillapítás nélküli saját körfrekvenciája [image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]. A
          lineáris csillapítás hatására a rezgés amplitúdója 4s alatt a szabad, csillapítatlan
          rezgéshez tartozó amplitúdó 4,979%-ára csökken.
Kérdések:
	Mekkora a csillapított rezgő rendszer
                        sajátfrekvenciája?

	Mekkora gerjesztési frekvencia esetén lesz a rezgő mozgást végző
              tömeg amplitúdója a legnagyobb a 17.1.1b ábrán
              látható esetben?



[image: 17.1.1. ábra. (a) Csillapított szabad rezgést végző rendszer, (b) rugó szabad végén működő harmonikus útgerjesztéssel gerjesztett rendszer]17.1.1. ábra. (a) Csillapított szabad rezgést végző rendszer, (b) rugó szabad végén működő
    harmonikus útgerjesztéssel gerjesztett rendszer


A csillapítatlan rendszer körfrekvenciája (ω) ismert,
            ezért
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK].
Gyenge csillapítás esetén az amplitúdó idő függvényében bekövetkező csökkenését az e−δt függvény írja le, ahol [image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK] .
Az általunk vizsgált esetben ismerjük az amplitúdó 4s alatt bekövetkező csökkenésének
    mértékét, ezért írhatjuk, hogy
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK].
Ebből
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK].
A csillapított rendszer saját körfrekvenciája
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK].
Mint látható a gyengén csillapított rendszer (saját) körfrekvenciája valamivel kisebb, mint
    a csillapítatlan rendszer (saját) körfrekvenciája.
A legnagyobb amplitúdóhoz tartozó gerjesztési frekvencia
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK].
Mint látható ω>γ>ωA.
17.2. Példa
Adva van a 17.2.1 ábrán látható
          rezgő rendszer (m=1 kg). A csillapítás nélküli rendszer saját körfrekvenciája [image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]. A lineáris csillapítás hatására a rendszer saját körfrekvenciája [image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]-ra
          csökken. Mennyivel csökken a rezgés amplitúdója a csillapítás következtében egy periódus
          alatt?
[image: 17.2.1. ábra. A vizsgált rezgő rendszer]17.2.1. ábra. A vizsgált rezgő rendszer


A gyengén csillapított (k<2⋅m⋅ω) rendszer saját
        körfrekvenciája
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK],
így a csillapítási tényező
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK].
A rezgés amplitúdója az idő függvényében e−δt függvény szerint csökken, ahol [image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK]. A csillapított rezgés periódusideje
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK].
A periódusidő felhasználásával az amplitúdó egy periódus alatt bekövetkező csökkenése már
    könnyen meghatározható, ugyanis
[image: PÉLDÁK ÉS FELADATOK],
azaz az amplitúdó a kezdeti értékének kb. 0,9%-ára csökken.


18. fejezet - Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Coulomb csillapítás (száraz csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum



A vizsgált dinamikai rendszer a 18.1 ábrán látható.
            Tételezzük fel, hogy az m tömeget kezdetben
            kitérítjük x irányba, majd magára hagyjuk. A kezdeti kitérést jelöljük A1-el. A 18.1 ábrán feltüntetett
            erőhatás ábra értelmében, az m tömeg a rugóban
            fellépő visszatérítő erő hatására az egyensúlyi helyzet irányába kezdi meg mozgását,
            amit a Coulomb-féle súrlódási erő hátráltatni igyekszik. A csillapító erő ezek szerint
            maga a súrlódási erő.
18.1. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Coulomb csillapítás (száraz csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


ahol x0 a csillapítóerő
            hatására létrejövő képzelt elmozdulás. A vizsgált helyzetben a súrlódási erő előjelét
            pozitívnak tekintjük, mert iránya megegyezik az x
            tengely pozitív irányával. A Coulomb törvény értelmében a súrlódási erő nagysága
            állandó, azaz független a sebesség, a frekvencia stb. nagyságától.
[image: 18.1. ábra. Egy szabadságfokú, száraz (Coulomb) csillapítással csillapított dinamikai rendszer]18.1. ábra. Egy szabadságfokú, száraz (Coulomb) csillapítással csillapított dinamikai
                    rendszer


A dinamika alaptörvénye alapján felírt mozgásegyenlet:
18.2. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Coulomb csillapítás (száraz csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


Átrendezést követően a mozgásegyenlet az alábbi alakban is írható:
18.3. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Coulomb csillapítás (száraz csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


A 18.3 egyenlet nagyon hasonlít a szabad rezgést végző,
            egy szabadságfokú, csillapítatlan lengőrendszer 16.6
            mozgásegyenletére. A különbség az, hogy x helyett
            x − x0 szerepel az
            egyenlet második tagjában. A formai hasonlóság alapján a 18.3 egyenlet megoldása a 16.20 egyenlet
            mintájára
18.4. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Coulomb csillapítás (száraz csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


vagy
18.5. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Coulomb csillapítás (száraz csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


alakban írható fel.
Ez a megoldás azonban csak a lengés eső fél periódusában (amíg a tömeg a jobb oldali szélső
            helyzetéből a bal oldali szélső helyzetébe kerül) igaz. Ezután a súrlódó erő előjelet vált.
            Egészen pontosan a súrlódási erő minden egyes fél periódus után előjelet vált. A rezgés úgy
            fogható fel, mintha eltolt középpontú szabad rezgést végezne a tömegpont, az eltolás iránya
            azonban fél periódusként változik.
Egy fél perióduson belül az m tömeg két szélső helyzetéhez tartozó rugóban
            felhalmozott helyzeti vagy potenciális energiák (Ep1, Ep2) közötti
            különbség (energiaveszteség) azonos a súrlódási erő munkájával.
18.6. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Coulomb csillapítás (száraz csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


Felhasználva, hogy a rugóban felhalmozott potenciális energia lineáris
            rugókarakterisztika esetén a 16.22 egyenlet alapján
            számítható a 18.6 egyenletet átírhatjuk a következő
            alakra:
18.7. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Coulomb csillapítás (száraz csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


Ebből adódik, hogy
18.8. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Coulomb csillapítás (száraz csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


18.9. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Coulomb csillapítás (száraz csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


Száraz csillapítás esetén a tömeg periodikus lengéseket végez, ezek amplitúdója
            azonban az idővel egyre csökken (18.2. ábra). Ahogy a
            rezgés amplitúdója x0 alá csökken, a mozgás megszűnik, mert a súrlódási erő nagyobb,
            mint a visszatérítő erő. Ennek értelmében a rezgés a 2x0 szélességű sávon belül bárhol befejeződhet.
            Ahogy a 18.2 ábra is szemlélteti, a periódusidőnek csak
            a szélső helyzetek között van állandó T értéke [image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Coulomb csillapítás (száraz csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]. Az x=0 vonalat a rezgéshullámok
            T’≠T
            időközönként lépik át, ahol a T’ rezgési időköz az
            amplitúdó csökkenésével növekszik.
A nedves csillapításhoz hasonlóan száraz csillapítás esetén is értelmezhetjük a logaritmikus
            dekrementumot
18.10. egyenlet - 
[image: Egy szabadságfokú, egy tömegű csillapított szabad rezgés: Coulomb csillapítás (száraz csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]


[image: 18.2. ábra. A tömeg kitérése az idő függvényében száraz (Coulomb) csillapítás esetén]18.2. ábra. A tömeg kitérése az idő függvényében száraz (Coulomb) csillapítás esetén



19. fejezet - Egy szabadságfokú, egy tömegű gerjesztett rezgés: erő- és útgerjesztés, mozgásegyenlet, tranziens és stacionárius rezgés, sztochasztikus gerjesztés.



Ha a dinamikai rendszer valamelyik tömegére erő (vagy nyomaték) hat, erőgerjesztésről beszélünk, ha viszont
      valamelyik rugalmas elem egyik végét az időtől függően mozgatjuk, útgerjesztésről beszélünk. Az ilyen hatás az
      idő tetszőleges függvénye lehet (sztochasztikus gerjesztés). Következménye a tranziens (időben változó) lengés.
      Az adott időközben ismétlődő periodikus gerjesztés hatására, a tranziens folyamat
      lecsillapodása után általában periodikus lesz a mozgás. Kezdetben a lengések két részből
      tevődnek össze, amennyiben a gerjesztett lengésrészre saját lengések szuperponálódnak, ezek
      azonban, a valóságban mindig jelenlevő csillapítás miatt, hosszabb-rövidebb idő alatt
      lecsillapodnak, és stacionárius lengés alakul ki. A műszaki gyakorlat ezt az állandósult vagy stacionárius (időben
          állandó) mozgást nevezi gerjesztett lengésnek. A stacionárius lengésrész
      lefolyása tiszta szinuszos, tehát a lengés harmonikus lengőmozgás, körfrekvenciája megegyezik
      a gerjesztés körfrekvenciájával. A gerjesztés csak akkor hatásos, ha munkát képes végezni.
      Nincs hatásos gerjesztés például akkor, ha az erő a rendszer nyugalomban levő csomópontját
      terheli, vagy az elmozdulás irányára merőleges. A sin függvény szerint változó gerjesztést
      harmonikus gerjesztésnek nevezzük. A gerjesztő erő hatására a rendszer ún. gerjesztett
      lengéseket fog végezni. A rezgő mozgás amplitúdóját a rendszer és a gerjesztés jellemzői
      határozzák meg.
Mint látni fogjuk, a vizsgált rendszer mozgásegyenletét általában harmonikus gerjesztés
    feltételezése mellett határozzuk meg. Az így kapott eredmények ugyanakkor a Fourier sorfejtés
    segítségével tetszőleges periodikus gerjesztés esetén is felhasználhatók. A periodikus függvény
    Fourier sorba fejtésével ugyanis meghatározhatjuk a függvény harmonikus összetevőit, azaz a
    gerjesztést harmonikus gerjesztések összegeként kezelhetjük. Lineáris rendszerek esetén a
    tetszőleges periodikus gerjesztéssel gerjesztett rendszer válaszát (mozgását) megkapjuk, ha a
    periodikus gerjesztés harmonikus összetevőihez tartozó válaszokat összegezzük.
19.1. Csillapítatlan gerjesztett rezgés



A gerjesztett rezgések vizsgálata során foglakozzunk először azzal a mérnöki gyakorlatban
        nagyon gyakran előforduló esettel, amikor a gerjesztés periodikus, forgó mozgás eredménye
          (19.1. ábra). Az egyszerűség kedvéért tételezzük fel, hogy
        nincs csillapító hatás a rendszerben.
[image: 19.1. ábra. Forgó mozgás következtében fellépő útgerjesztéssel gerjesztett, egy szabadságfokú, csillapítatlan dinamikai rendszer]19.1. ábra. Forgó mozgás következtében fellépő útgerjesztéssel gerjesztett, egy
    szabadságfokú, csillapítatlan dinamikai rendszer


A rugó vízszintes merev rúdhoz kapcsolt végének vízszintes elmozdulása felírható a rögzített
        pont körül, állandó ωg
        szögsebességgel forgó r hosszúságú rúd t idő alatt megtett φ
        szögelfordulásának függvényében.
19.1. egyenlet - 
[image: 19.1. Csillapítatlan gerjesztett rezgés]


ahol φ=ωg⋅t. A továbbiakban
          ωg-t a gerjesztés
        szögsebességének/körfrekvenciájának nevezzük. A rugó tömeggel ellentétes végét harmonikus
        függvény szerint mozgatjuk, tehát útgerjesztésről beszélhetünk.
A rugó mindkét vége elmozdulhat, ezért a rugó hosszváltozása a két végpontjának elmozdulás
        különbségeként (xg−x) írható fel.
        A dinamika alaptörvényének értelmében
19.2. egyenlet - 
[image: 19.1. Csillapítatlan gerjesztett rezgés]


A 19.2 differenciálegyenletet a rendszer mozgásegyenletének
        nevezzük. Átrendezést követően a mozgásegyenletet a következő alakban is felírhatjuk:
19.3. egyenlet - 
[image: 19.1. Csillapítatlan gerjesztett rezgés]


vagy
19.4. egyenlet - 
[image: 19.1. Csillapítatlan gerjesztett rezgés]


A 19.4 egyenletben szereplő ω-t [image: 19.1. Csillapítatlan gerjesztett rezgés] a gerjesztés nélküli rezgőrendszer saját(kör)frekvenciájának nevezzük. A
        gerjesztett rezgés mozgásegyenlete abban különbözik a gerjesztés nélküli, csillapítatlan
        szabad rezgés mozgásegyenletétől, hogy az egyenlet jobb oldalán a zérus helyett a gerjesztő
        erő és az m tömeg hányadosa áll. A gerjesztés út- és erőgerjesztés is lehet, azonban a 19.3 egyenletnek megfelelő alakban felírt mozgásegyenlet jobb
        oldalán minden esetben a gerjesztő hatásnak megfeleltethető gerjesztő erő és az m tömeg
        hányadosa szerepel. Jelen esetben az
19.5. egyenlet - 
[image: 19.1. Csillapítatlan gerjesztett rezgés]


kifejezést tekinthetjük a gerjesztő hatásnak megfeleltetett gerjesztő erőnek.
A 19.3 és 19.4 egyenletekben
          ω a rendszer saját(kör)frekvenciáját jelöli. A
        mozgásegyenlet másodrendű állandó együtthatójú inhomogén lineáris differenciálegyenlet,
        ezért az általános megoldása az inhomogén egyenlet egy partikuláris megoldásának (xp) és a hozzárendelt homogén egyenlet
        általános megoldásának (xh)
        összegeként állítható elő.
19.6. egyenlet - 
[image: 19.1. Csillapítatlan gerjesztett rezgés]


A homogén egyenlet általános megoldásával a továbbiakban nem foglalkozunk, ugyanis a
    gerjesztett lengésrészre szuperponálódó saját lengések a valóságban mindig jelenlevő csillapítás
    miatt, hosszabb-rövidebb idő alatt lecsillapodnak. Tehát a gyakorlat szempontjából elegendő csak
    az állandósult (stacionárius) rezgést leíró partikuláris megoldásra koncentrálnunk. A fentiek
    szerint a stacionárius lengésrész lefolyása tiszta szinuszos, tehát a lengés harmonikus
    lengőmozgás, körfrekvenciája megegyezik a gerjesztés körfrekvenciájával.
19.7. egyenlet - 
[image: 19.1. Csillapítatlan gerjesztett rezgés]


Behelyettesítve 19.7-et a 19.4 mozgásegyenletbe kapjuk, hogy
19.8. egyenlet - 
[image: 19.1. Csillapítatlan gerjesztett rezgés]


Átrendezést követően a gerjesztett rezgés amplitúdója felírható, mint
19.9. egyenlet - 
[image: 19.1. Csillapítatlan gerjesztett rezgés]


A 19.9 egyenlet felhasználásával a gerjesztett rezgés
        egyenlete
19.10. egyenlet - 
[image: 19.1. Csillapítatlan gerjesztett rezgés]


alakban írható fel. Amint látható, a gerjesztett rezgés amplitúdójának nagysága függ a
        gerjesztés ωg körfrekvenciájától.
        A 19.10 egyenlet alapján könnyen belátható, hogy zérus
        gerjesztési frekvencia esetén a rezgés amplitúdója r.
        Vezessük be az R nagyítási tényezőt, amely definíció
        szerint a tetszőleges, nem zérus gerjesztési frekvenciához és a zérus gerjesztési
        frekvenciához tartozó amplitúdók hányadosát jelöli.
19.11. egyenlet - 
[image: 19.1. Csillapítatlan gerjesztett rezgés]


ahol [image: 19.1. Csillapítatlan gerjesztett rezgés]. 19.11-et rezonancia függvénynek is szokás
        nevezni. A nagyítási tényez abszolút értékének feltüntetésével megrajzolt rezonancia görbe a
          19.2 ábrán látható.
[image: 19.2. ábra. Rezonancia görbe]19.2. ábra. Rezonancia görbe


A nagyítási tényező értéke pozitív vagy negatív lehet aszerint, hogy a gerjesztés
                körfrekvenciája kisebb vagy nagyobb a rendszer saját(kör)frekvenciájánál. Ennek
                következtében az A2
                amplitúdó értéke is lehet pozitív vagy negatív, a gerjesztő erő és a kitérés pedig
                azonos vagy ellentétes előjelűek lehetnek. Pozitív nagyítási tényező esetén a
                gerjesztő erő és a kitérés azonos előjelűek, tehát egyirányúak, más szóval fázisban
                vannak, negatív nagyítási tényező esetén pedig ellentétesek, vagyis ellenfázisban
                vannak. A fázisváltás éppen a ξ=1-el jellemzett,
                rezonanciának nevezett állapot átlépésekor következik be. A rezonancia állapotában a
                gerjesztés és a rendszer saját(kör)frekvenciája azonos (olyan ütemű rezgésre
                kényszerítjük a rendszert, mint amilyen ütemben magától is rezegne), a nagyítási
                tényező nevezője nulla, tehát a kitérések – csillapítás hiányában – végtelen nagy
                értéket vehetnek fel. Ha azonban a gerjesztés körfrekvenciája lényegesen különbözik
                a rendszer sajátkörfrekvenciájától, akkor a kitérések még nagyobb gerjesztő hatás
                esetén is csekélyek lehetnek. A nagyítási tényező a rugóerő képletében is szerepel
                (lásd 19.2 egyenlet), tehát rezonanciában a rugóerő
                is végtelen nagy lenne, ha a rugó előbb el nem törne. Végtelen nagy amplitúdó
                természetesen soha nem jöhet létre a rendszerben mindig jelen lévő csillapítások
                miatt, de a szilárdságilag megengedett mértéket meghaladó károsan nagy kitérés igen.
                Az elvileg végtelen nagy kitérésekhez végtelen nagy energiára lenne szükség, ami
                viszont időt igényel. A rezonancia állapotában a gerjesztett rezgés amplitúdója
                időfüggő, az amplitúdó nagysága az idővel lineárisan növekszik (19.3. ábra). Gyakorlati szempontból ez annyit jelent,
                hogy rezonancia-frekvencia feletti frekvencián dolgozó gépek a rezonancia sávján
                könnyen áthaladhatnak.
[image: 19.3. ábra. A gerjesztett rezgés kitérésének változása az idő függvényében rezonancia esetén]19.3. ábra. A gerjesztett rezgés kitérésének változása az idő függvényében rezonancia
    esetén




19.2. Csillapított gerjesztett rezgés



Csillapított gerjesztett rezgés esetén a rezgés nagyon hasonlít a csillapítás nélküli
        gerjesztett rezgésre. A stacionárius rezgésrész lefolyása tiszta szinuszos, tehát a rezgés
        és a harmonikus rezgőmozgás, körfrekvenciája megegyezik a gerjesztés körfrekvenciájával. Kis
        csillapítás esetén és a rezonanciától távol az amplitúdók és az erők nagyságában sincs
        lényeges különbség a csillapítás nélküli gerjesztett lengéshez képest. A fázisviszonyok
        tekintetében azonban a csillapítás nélküli gerjesztett és a csillapított gerjesztett rezgés
        között eltérés mutatkozik. A gerjesztő erő és a kitérés nemcsak fázisban vagy ellenfázisban
        lehet, hanem egymással általában α szöget zár be, mely 0°
        és 180° között változhat. α=0° esetén a gerjesztő erő és a kitérés fázisban, míg α=180° esetén ellenfázisban van.
[image: 19.4. ábra. Nedves csillapítással csillapított gerjesztett rendszer]19.4. ábra. Nedves csillapítással csillapított gerjesztett rendszer


Vegyünk egy egy szabadságfokú, nedves csillapítással csillapított gerjesztett rendszert
          (19.4. ábra). A rendszer mozgásegyenlete 17.5 (nedves csillapítással csillapított szabad rezgés) és 19.4 (csillapítatlan gerjesztett rezgés) alapján egyszerűen
        felírható.
19.12. egyenlet - 
[image: 19.2. Csillapított gerjesztett rezgés]


ahol k a csillapítási tényező, m a tömeg, ω a csillapítatlan
        szabad rezgés körfrekvenciája vagy a csillapítatlan rendszer sajátfrekvenciája [image: 19.2. Csillapított gerjesztett rezgés], r a harmonikus gerjesztés amplitúdója,
          ωg a gerjesztés körfrekvenciája,
          t pedig az idő. A 19.12
        (másodrendű állandó együtthatójú inhomogén lineáris) differenciálegyenlet megoldása a
        hozzárendelt homogén egyenlet általános megoldásának (saját rezgés) és az inhomogén egyenlet
        egy partikuláris megoldásának (állandósult gerjesztett rezgés) összegeként állítható elő. A
        homogén egyenlet általános megoldásával a gyakorlat szempontjából nem érdemes foglalkozni,
        ugyanis a rendszer saját rezgése a mindig jelen lévő csillapítások miatt előbb-utóbb
        lecseng. Más szóval az inhomogén egyenlethez rendelt homogén egyenlet megoldása csillapodó
        rezgőmozgás, mely egy meghatározott idő után gyakorlatilag megszűnik. A partikuláris
        megoldást
19.13. egyenlet - 
[image: 19.2. Csillapított gerjesztett rezgés]


alakban keressük, ahol A az amplitúdót, α a fáziseltolási szöget (a mozgás α fáziseltolódással követi a gerjesztést) jelöli. Elvégezve az idő szerinti
        deriválásokat:
19.14. egyenlet - 
[image: 19.2. Csillapított gerjesztett rezgés]


19.15. egyenlet - 
[image: 19.2. Csillapított gerjesztett rezgés]


Behelyettesítve ezeket a 19.12
        mozgásegyenletbe:
19.16. egyenlet - 
[image: 19.2. Csillapított gerjesztett rezgés]


Felhasználva a szögfüggvényekre vonatkozó
19.17. egyenlet - 
[image: 19.2. Csillapított gerjesztett rezgés]


19.18. egyenlet - 
[image: 19.2. Csillapított gerjesztett rezgés]


összegzési tételeket, a 19.16 egyenlet az alábbi
        alakban írható.
19.19. egyenlet - 
[image: 19.2. Csillapított gerjesztett rezgés]


A 19.19 egyenlet teljesüléséhez a két zárójelben
        szereplő kifejezésnek nullának kell lennie, így az ebből származó két egyenlet
        felhasználható a gerjesztett rezgés amplitúdójának és fáziseltolási szögének
        meghatározására. Fejezzük ki az elsőből az amplitúdót, a másodikból pedig a fáziseltolási
        szöget:
19.20. egyenlet - 
[image: 19.2. Csillapított gerjesztett rezgés]


19.21. egyenlet - 
[image: 19.2. Csillapított gerjesztett rezgés]


A [image: 19.2. Csillapított gerjesztett rezgés] azonosság értelmében a 19.20 egyenletet a
          19.21 egyenlet felhasználásával az alábbi alakban is
        felírhatjuk:
19.22. egyenlet - 
[image: 19.2. Csillapított gerjesztett rezgés]


Vezessük be a
19.23. egyenlet - 
[image: 19.2. Csillapított gerjesztett rezgés]


19.24. egyenlet - 
[image: 19.2. Csillapított gerjesztett rezgés]


jelöléseket és írjuk fel ezekkel az R nagyítási tényezőt
                és az α fáziseltolási szöget.
19.25. egyenlet - 
[image: 19.2. Csillapított gerjesztett rezgés]


19.26. egyenlet - 
[image: 19.2. Csillapított gerjesztett rezgés]


A 19.25 és 19.26
        függvényeket a 19.5a és b ábrán ábrázoltuk. Az ábra jól
        mutatja, hogy a csillapítás csökkenti a gerjesztett rezgés amplitúdóját, így a kitérés a
        rezonanciánál sem lesz végtelen nagy. A rezonanciánál érvényes ωg=ω feltétel miatt a rezonanciához tartozó
        legnagyobb kitérés
19.27. egyenlet - 
[image: 19.2. Csillapított gerjesztett rezgés]


ahol ω a csillapítás mentes szabad rezgés
        körfrekvenciája. Ugyanakkor az is jól látható, hogy a legnagyobb kitérés nem a rezonanciánál
        következik be, hanem akkor, amikor a 19.22 egyenlet nevezője
        a legkisebb. Helyettesítsük a 19.22 egyenlet jobb oldalának
        nevezőjében ωg-t ωA-val és vizsgáljuk meg, hogy a nevezőben
        található gyökjel alatti kifejezés értéke milyen ωA körfrekvencia esetén a legkisebb. A kifejezés
        értéke akkor a legkisebb, ha ωA
        szerinti deriváltja zérus nagyságú.
19.28. egyenlet - 
[image: 19.2. Csillapított gerjesztett rezgés]


Kifejezve a legnagyobb amplitúdóhoz tartozó ωA körfrekvenciát az egyenletből:
19.29. egyenlet - 
[image: 19.2. Csillapított gerjesztett rezgés]


A legnagyobb amplitúdó értékét (Amax) úgy kaphatjuk meg, ha az ωA-ra kapott kifejezést visszahelyettesítjük a 19.22 egyenletbe
        ωg helyére.
A gyakorlat szempontjából szintén nagyon fontos megállapítás, hogy ωg>ω esetén a gerjesztett rezgés amplitúdója
        minden határon túl zérushoz közeledik. Csillapítás nélküli esetben a gerjesztés és a rezgő
        mozgás közti fáziseltolódás zérus (a gerjesztés és a rezgőmozgás fázisban van), amennyiben a
        gerjesztő körfrekvencia kisebb, mint a saját(kör)frekvencia. ωg>ω esetén a csillapítás nélküli rezgőmozgás
        fáziskésése éppen 180° a gerjesztéshez képest, azaz a rezgőmozgás ellenfázisban van a
        gerjesztéssel. Mindebből jól látszik, hogy a rezgő rendszerek sajátfrekvenciájának ismerete
        kiemelt fontosságú, így a vizsgálatok egyik legfontosabb célja ennek meghatározása.
[image: 19.5. ábra. Nedves csillapítással csillapított gerjesztett rendszer (a) rezonancia függvénye és (b) fázisszögfüggvénye]19.5. ábra. Nedves csillapítással csillapított gerjesztett rendszer (a) rezonancia függvénye
    és (b) fázisszögfüggvénye


A gerjesztő erő két komponensre bontható, amelyek közül az egyik azonos irányú a
    sebességgel, a másik merőleges arra. A sebességgel azonos irányú komponens munkát termel, amit a
    csillapítás emészt fel. Kis csillapítás esetén és a rezonanciától távol a fázisszög nem sokat
    tér el a 0, illetve 180 foktól, rezonancia esetén azonban pontosan 90°, tehát a teljes gerjesztő
    erő fázisban van a sebességgel, s így munkát végez.

19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele



Végezetül nézzük meg, hogy a különböző gerjesztő hatásokat hogyan tudjuk gerjesztő erőnek
    megfeleltetni. A gerjesztő erő általánosítására az egy szabadságfokú, nedves csillapítással
    csillapított gerjesztett rendszer mozgásegyenletét írjuk fel az alábbi általános alakban:
19.30. egyenlet - 
[image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele]


vagy
19.31. egyenlet - 
[image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele]


A 19.30 egyenlet bal oldalán lévő első tag a
        tehetetlenségi erőt, a második a csillapító erőt, a harmadig a rugóerőt jelöli. A jobb
        oldalon álló F0 sin
          ωgt kifejezést harmonikus gerjesztő erőnek nevezzük.
          F0 a gerjesztő erő amplitúdója.
        Hasonlítsuk össze a 19.31 mozgásegyenlet jobb oldalát a
        harmonikus útgerjesztés esetén kapott 19.12 mozgásegyenlet
        jobb oldalával. Mint látható
19.32. egyenlet - 
[image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele]


tehát a 19.12 egyenlet jobb oldalán látható
       [image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele] kifejezés olyan harmonikus gerjesztő erőnek is tekinthető, melynek amplitúdója [image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele].
Vizsgáljuk meg a mozgásegyenlet alakját különböző gerjesztő hatások esetén.
1. eset: m tömegre ható harmonikus gerjesztő erő (19.6 ábra)
A tehetetlenségi erőn, a csillapító erőn és a rugóerőn kívül egy szinuszosan változó
        gerjesztő erő is hat a tömegre, ezért a mozgásegyenlet a 19.30
          egyenletnek megfelelő alakban írható fel.
[image: 19.6. ábra. Harmonikus gerjesztő erővel gerjesztett rendszer]19.6. ábra. Harmonikus gerjesztő erővel gerjesztett rendszer


2. eset: Kiegyensúlyozatlan forgó tömeg okozta gerjesztő
        hatás (19.7 ábra)
[image: 19.7. ábra. Kiegyensúlyozatlan forgó m0 tömeg okozta gerjesztő hatás]19.7. ábra. Kiegyensúlyozatlan forgó m0 tömeg okozta gerjesztő hatás


A forgó kiegyensúlyozatlan m0
                tömeg miatt centrifugális erő lép fel, melynek nagysága
19.33. egyenlet - 
[image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele]


A tömeg mozgását a centrifugális erő mozgás irányába eső m0·r·ωg2sinωgt összetevője idézi elő, ezért
                a mozgásegyenlet az
19.34. egyenlet - 
[image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele]


vagy
19.35. egyenlet - 
[image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele]


alakban írható fel, ahol ω a csillapítatlan
        szabad rezgés körfrekvenciáját jelöli. A 19.34 egyenlet jobb
        oldalán látható m0rωg2sinωgt
        kifejezés olyan harmonikus gerjesztő erőnek is tekinthető, melynek amplitúdója m0rωg2.
3. eset: m tömeghez kapcsolt rugó szabad végén működő
        útgerjesztés (19.8. ábra)
[image: 19.8. ábra. m tömeghez kapcsolt rugó szabad végén működő útgerjesztés]19.8. ábra. m tömeghez kapcsolt rugó szabad végén működő útgerjesztés


A harmonikus gerjesztő hatás a rugón keresztül működik a tömegre. A rugóban fellépő
                    F erő pillanatnyi értékét a rugó végeinek
                elmozdulása alapján számíthatjuk, ugyanis a rugó hosszváltozása a rugó végeinek
                elmozdulás különbségével azonos.
19.36. egyenlet - 
[image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele]


A 19.36 egyenlettel felírt rugóerőt a mozgásegyenlet
        jobb oldalán gerjesztő hatásként szerepeltetve adódik, hogy
19.37. egyenlet - 
[image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele]


Átrendezve az egyenletet:
19.38. egyenlet - 
[image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele]


vagy
19.39. egyenlet - 
[image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele]


A 19.39 egyenletben
        ω a csillapítatlan szabad rezgés körfrekvenciáját jelöli.
        A 19.38 egyenlet jobb oldalán látható [image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele] kifejezés olyan harmonikus gerjesztő erőnek
        is tekinthető, melynek amplitúdója [image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele].
4. eset: m tömeghez kapcsolt csillapító elem (nedves
        csillapítás) szabad végén működő útgerjesztés (19.9.
        ábra)
[image: 19.9. ábra. m tömeghez kapcsolt csillapító elem szabad végén működő útgerjesztés]19.9. ábra. m tömeghez kapcsolt csillapító elem szabad végén működő útgerjesztés


A harmonikus gerjesztő hatás a csillapító elemen keresztül működik a tömegre. A csillapító
        elemben fellépő F erő pillanatnyi értékét a rugó végeinek sebessége alapján számíthatjuk,
        ugyanis a csillapító elem dugattyújának sebessége a csillapító elem végeinek sebesség
        különbségével azonos. A csillapító elem gerjesztés felöli végének sebessége [image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele], ezért a csillapító elemben fellépő erő
19.40. egyenlet - 
[image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele]


A 19.40 egyenlettel felírt erőt a mozgásegyenlet jobb
        oldalán gerjesztő hatásként szerepeltetve adódik, hogy
19.41. egyenlet - 
[image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele]


Átrendezve az egyenletet:
19.42. egyenlet - 
[image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele]


vagy
19.43. egyenlet - 
[image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele]


A 19.43 egyenletben ω a csillapítatlan szabad rezgés
                körfrekvenciáját jelöli. A 19.42 egyenlet jobb
                oldalán látható
                        k·r·ωgcosωgt
                kifejezés olyan harmonikus gerjesztő erőnek is tekinthető, melynek amplitúdója
                    k·r·ωg.
5. eset: m tömeghez kapcsolt, egymással párhuzamosan kötött
        rugó és csillapító elem szabad végén működő útgerjesztés (19.10
          ábra)
[image: 19.10. ábra. m tömeghez kapcsolt, egymással párhuzamosan kötött rugó és csillapító elem szabad végén működő útgerjesztés]19.10. ábra. m tömeghez kapcsolt, egymással párhuzamosan kötött rugó és csillapító elem
    szabad végén működő útgerjesztés


A harmonikus gerjesztő hatás a párhuzamosan kapcsolt csillapító elemen és rugón keresztül
    működik a tömegre. A csillapító elemben és a rugóban fellépő erő pillanatnyi értékét a 3. és 4.
    eset alapján számíthatjuk. Párhuzamos kapcsolás esetén az erők összeadódnak, ezért a tömegre
    ható gerjesztő erő számítására az alábbi összefüggést használhatjuk.
19.44. egyenlet - 
[image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele]


A 19.44 erőt a mozgásegyenlet jobb oldalán gerjesztő
        hatásként szerepeltetve adódik, hogy
19.45. egyenlet - 
[image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele]


Átrendezve az egyenletet:
19.46. egyenlet - 
[image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele]


vagy
19.47. egyenlet - 
[image: 19.3. Különböző gerjesztő hatások figyelembe vétele]


A 19.47 egyenletben
        ω a csillapítatlan szabad rezgés körfrekvenciáját
        jelöli.

20. fejezet - Rugalmas tengelyek, mint rugók: hajlító rezgés, sajátfrekvencia, kritikus
    fordulatszám



A gépészmérnöki gyakorlatban tengelyek alatt rendszerint forgó alkatrészeket hordozó vagy
    csapágyakon támaszkodó, kör keresztmetszetű forgó (hordozó tengelyek) vagy forgó és
    teljesítményt/forgatónyomatékot továbbító (közlő tengelyek) gépelemeket értünk. A tengelyeket a
    rászerelt alkatrészekkel együtt forgórészeknek nevezzük. A forgórészeket a statikus terhelésre
    történő méretezést követően alakváltozásra, kifáradásra és kritikus fordulatszámra is
    ellenőrizni szokták. A kritikus fordulatszámra történő ellenőrzés szükségességét kísérleti
    megfigyelések igazolják. Számos kísérlet igazolja, hogy üzemelő forgórészek esetén a tengely
    középvonala bizonyos fordulatszámokon nem egyenes, más szóval meghajlik. Más szóval a kritikus
    fordulatszámra történő ellenőrzést a forgórészek rugalmassága teszi szükségessé. A forgórész
    rugalmassága következtében kialakuló tengelyhajlás több problémát is felvet a gépek, gépészeti
    szerkezetek működése szempontjából. Például a tengelyek meghajlása a tengelyre szerelt
    fogaskerekek megfelelő fogkapcsolódását veszélyezteti, míg a tengely csapágyazási helyein
    kialakuló keresztmetszeti szögelfordulása az önbeálló képességgel nem rendelkező csapágyakat
    károsíthatja. A nyomatékot/teljesítményt továbbító tengelyek a meghajlásuk mellett ugyanakkor el
    is csavarodnak.
Mindezek alapján a forgórészek hajlító és/vagy csavaró rezgéseket végző rezgő rendszereknek
      tekinthetők. A gerjesztett rezgésekhez hasonlóan, ha a tengely hajlását vagy csavarodását
      előidéző gerjesztő hatás frekvenciája megegyezik a forgórész sajátfrekvenciájával, rezonancia
      alakul ki. A gépészmérnökök a forgórész sajátfrekvenciájának megfelelő fordulatszámot kritikus
      fordulatszámnak nevezik. Ennek megfelelően a gyakorlatban hajlító és csavaró lengésekhez
      tartozó kritikus fordulatszámról is beszélhetünk. Elöljáróban két dolgot érdemes megjegyezni.
      Az egyik, hogy minél nagyobb a forgórész rugalmassága – azaz minél kisebb a merevsége – annál
      kisebb a kritikus fordulatszám. A másik, hogy az erős rezgések okozta károsító hatások
      elkerülésére a forgórészeket nem szabad a rezonanciának megfelelő üzemállapot környezetében
      üzemeltetni. A továbbiakban a forgórészek rezgései közül csak a hajlító rezgésekkel
      foglalkozunk.
A forgórészek azon fordulatszámát, melynél a legnagyobb a tengely meghajlása, kritikus
    fordulatszámnak nevezzük. A forgórészek kritikus fordulatszámának számértéke gyakorlatilag
    megegyezik a forgórész hajlító rezgéshez tartozó sajátfrekvenciájával. Ezért a forgórész
    kritikus fordulatszámának számítását úgy végezzük el, hogy a forgórész hajlító rezgéshez tartozó
    sajátfrekvenciáját határozzuk meg.
20.1. Tengelyek hajlító rezgése



A hajlító rezgés esetén az álló forgórész súlypontját kimozdítjuk a tengely hossztengelyére
    merőlegesen (meghajlítjuk a tengelyt), majd magára hagyjuk. A forgórész ennek hatására hajlító
    rezgéseket fog végezni, amelyhez tartozó saját(kör)frekvencia megegyezik a forgórész kritikus
    szögsebességével.
Figyelem: Rezgőrendszerek sajátfrekvenciája alatt általában a rendszer [rad/s]
    mértékegységgel rendelkező saját(kör)frekvenciáját értjük. Ilyen értelmezés mellett a rendszer
    hajlító rezgéshez tartozó saját(kör)frekvenciája a forgórész kritikus szögsebességével egyezik
    meg. Ugyanakkor az is előfordul, hogy a sajátfrekvenciát [Hz]-ben adják meg. (A [rad/s]
    mértékegységgel rendelkező saját körfrekvencia a [Hz] mértékegységgel rendelkező sajátfrekvencia
    2π-szerese!) Ilyen esetben a sajátfrekvencia a csillapítatlan szabad rezgés rezgésszámát, azaz a
    másodpercenkénti rezgéseinek számát adja meg. Ennek megfelelően a hajlító rezgéshez tartozó
    [Hz]-ben megadott sajátfrekvencia a forgórész [fordulat/s] mértékegységben értelmezett
    fordulatszámával egyezik meg.
A tárcsákat, fogaskerekeket hordozó tengelyek, ha a tengely tömege elhanyagolható a tárcsák
        tömegéhez képest, olyan elhanyagolható tömegű rugalmas tartóként modellezhetők, melynek
        különböző pontjaiban a tárcsák, fogaskerekek tömegeivel azonos m1,
          m2, …, mn koncentrált tömegek helyezkednek
        el (20.1. ábra).
[image: 20.1. ábra. n tömegpontot tartalmazó dinamikai rendszer]20.1. ábra. n tömegpontot tartalmazó dinamikai rendszer


A tengely tömegét pedig úgy is modellezhetjük, hogy a tengelynek megfelelő tartót több
        szakaszra osztjuk és az egyes szakaszok tömegét a szakasz súlypontokba helyezzük koncentrált
        tömegek formájában. Ha a tengelyre rögzített tárcsák, fogaskerekek mérete nagy, akkor nem
        tekinthetők koncentrált tömegeknek, így a tömegek szögelfordulásait is figyelembe kell venni
        a tömegek elmozdulásai mellett (20.2. ábra).
[image: 20.2. ábra. Nagy méretű tárcsa egyidejű elmozdulása és elfordulása]20.2. ábra. Nagy méretű tárcsa egyidejű elmozdulása és elfordulása


Amennyiben a tömegpontokból álló rendszert kimozdítjuk az egyensúlyi helyzetéből majd magára
        hagyjuk, a rendszer rezgőmozgást fog végezni. Abban az esetben, ha a tartó valamennyi pontja
        közös síkban mozog, síkbeli hajlító lengésről beszélünk. A egyszerűség kedvéért vegyünk egy
        súlytalan tengelyre rögzített tárcsából álló dinamikai modellt. Tegyük fel, hogy a tárcsa
          m koncentrált tömegként modellezhető és határozzuk meg
        a tárcsa kitérítését, majd magára hagyását követően kialakuló hajlító lengés saját
        körfrekvenciáját (20.3. ábra).
[image: 20.3. ábra. Egy szabadságfokú hajlító lengés]20.3. ábra. Egy szabadságfokú hajlító lengés


Az egy szabadságfokú, csillapítatlan egyenes vonalú szabad rezgéshez hasonlóan, ahol a tömeg
    mozgását a tehetetlenségi erő és a rugóerő határozza meg, a hajlító rezgést végző rendszer saját
    körfrekvenciáját az
20.1. egyenlet - 
[image: 20.1. Tengelyek hajlító rezgése]


összefüggéssel határozhatjuk meg, ahol c a lineáris
                rugókarakterisztikával rendelkező, rugóként viselkedő tengely rugóállandóját jelöli.
                A rugóállandó meghatározásával a fejezet végén foglakozunk. Amennyiben a vizsgált
                rendszer több tömegpontot is tartalmaz a rendszer legkisebb saját(kör)frekvenciáját
                közelítőleg a Dunkerley elv alkalmazásával lehet meghatározni (lásd később).


20.2. Forgórészek kritikus fordulatszáma



A forgó tengelyeket – különösen a nagy fordulatszámon üzemelőket – úgy kell megtervezni,
        hogy működés közben sebességük a kritikus fordulatszámokkal ne egyezzen meg. A kritikus
        fordulatszám meghatározása céljából vizsgáljuk meg a 20.4a
          ábrán látható forgórészt.
[image: 20.4. ábra. Elhanyagolható tömegű, két helyen csapágyazott, ω szögsebességgel forgó tengelyre excentrikusan rögzített m tömegű tárcsa: (a) ω=0, (b) 0<ω<ωkrit, (c) ωkrit<ω<1,41ωkrit]20.4. ábra. Elhanyagolható tömegű, két helyen csapágyazott, ω szögsebességgel
            forgó tengelyre excentrikusan rögzített m tömegű tárcsa: (a) ω=0, (b)
              0<ω<ωkrit, (c) ωkrit<ω<1,41ωkrit


A tömeg nélküli, függőleges helyzetű, forgó tengelyre rögzített m tömegű tárcsa S súlypontja nem esik egybe a forgástengellyel (statikus
        kiegyensúlyozatlanság). (A valóságban a forgórészek súlypontja soha sem esik teljesen egybe
        a forgástengellyel!) Az S súlypont és a tengely D döféspontjának távolságát jelöljük e-vel (excentricitás). [image: 20.2. Forgórészek kritikus fordulatszáma]. Forgassuk meg a tengelyt ω szögsebességgel,
        majd vizsgáljuk meg a tengely középvonalának alakját. Nyugalmi állapotban a D döféspont egybeesik az elméleti forgástengely tárcsán lévő
          O pontjával, azonban ahogy a 20.4b ábra is mutatja a
        tengely a centrifugális erő hatására sugár irányban meghajlik (y elmozdulás). Amennyiben a tengely tökéletesen merev lenne a forgás közben
        fellépő centrifugális erő a csapágyaknál járulékos, körbeforgó erőként jelentkezne, de a
        tengelyt nem hajlítaná meg. A tengely rugalmasságának következtében a centrifugális erő a
        valóságban mindig meghajlítja a tengelyt. A tengely meghajlásának növekedésével a súlypont
        és a forgástengely közti [image: 20.2. Forgórészek kritikus fordulatszáma] távolság megnő, ami a centrifugális erő további növekedéséhez vezet. Adott
        fordulatszám esetén a tárcsa súlypontja zérustól eltérő sugarú körpályán mozog. A kritikus
        fordulatszám alatt a centrifugális erő (Fcf) és a tengely merevségéből adódó visszatérítő erő
          (F) egyensúlya véges nagyságú tengely meghajlás mellett
        jön létre.
20.2. egyenlet - 
[image: 20.2. Forgórészek kritikus fordulatszáma]


vagy
20.3. egyenlet - 
[image: 20.2. Forgórészek kritikus fordulatszáma]


ahol s a rugóként működő tengely rugómerevségét,
          y a tengely középvonalának rugalmas meghajlását,
          m a tárcsa tömegét és ω a tengely szögsebességét jelöli. A tengely rugómerevsége legegyszerűbben egy
        külső erő által okozott lehajlásból határozható meg (lásd később).
A 20.3 egyenlet átrendezésével a tengely meghajlása
20.4. egyenlet - 
[image: 20.2. Forgórészek kritikus fordulatszáma]


Amennyiben a 20.4 egyenlet nevezője zérus (s−m·ω2=0) a tengely meghajlása
        végtelenné válik. Más szóval a kritikus fordulatszámon a centrifugális erő és a visszatérítő
        erő egyensúlyához elméletileg végtelen nagy távolságra lenne szükség a súlypont és a
        forgástengely között (végtelen nagy súlypont elmozdulás). Végtelen nagy kitérés azonban a
        valóságban soha sem alakulhat ki, mert a tengely már egy megfelelően nagy, véges nagyságú
        kitérés esetén eltörik. A csapágyak csillapítása, a légellenállás és a forgó alkatrészek
        anyagának belső súrlódása (hiszterézis) miatt a valóságban az egyensúly véges nagyságú
        súlypont elmozdulás mellett alakul ki. Azonban ez a véges nagyságú elmozdulás gyakran elég
        nagy ahhoz, hogy eltörjön a tengely, vagy hogy a csapágyaknál már nem megengedhető nagyságú
        járulékos terhelést okozzon.
Azt a szögsebességet, melynél a tengely rugalmas deformációja elméletileg végtelen nagy
                lenne, kritikus szögsebességnek (ωkrit) nevezzük.
20.5. egyenlet - 
[image: 20.2. Forgórészek kritikus fordulatszáma]


ahol c a rugóként viselkedő tengely rugóállandóját (c=1/s) jelöli. Mint látható a tengely
        merevségének növelésével növelhetjük, a tárcsa tömegének növelésével pedig csökkenthetjük a
        forgórész kritikus szögsebességének a nagyságát. Amennyiben a 20.5
          egyenletből kapott kritikus szögsebességet elosztjuk 2π-vel megkapjuk a
        [fordulat/s]-ban kifejezett kritikus fordulatszámot.
A forgórész dinamikai viselkedésének jellemzésére vezessük be az R nagyítási tényező fogalmát. A nagyítási tényező megmutatja, hogy a
                tárcsa súlypontja és a forgástengely közti távolság hányszorosára nő a forgás
                következtében.
20.6. egyenlet - 
[image: 20.2. Forgórészek kritikus fordulatszáma]


A 20.4 egyenlet felhasználásával a 20.6 egyenlet a következő alakban is felírható:
20.7. egyenlet - 
[image: 20.2. Forgórészek kritikus fordulatszáma]


A nagyítási tényező függvénye a 20.5 ábrán látható. A görbe
        alakja nagyon hasonlít a gerjesztett rezgéseknél kapott rezonancia görbe alakjára, de a
        kritikus fordulatszám mögött rejlő jelenség mégsem azonos a rezonancia jelenségével. Itt
        ugyanis nincs szó rezgésről. A tengely deformációja a fordulatszám növekedésével ugyan nő,
        de egy adott fordulatszámon állandó nagyságú. Más szóval a tengely igénybevétele statikus
        jellegű.
[image: 20.5. ábra. A nagyítási tényező abszolút értékének változása az ω/ωkrit hányados függvényében]20.5. ábra. A nagyítási tényező abszolút értékének változása az
              ω/ωkrit hányados függvényében


Amennyiben [image: 20.2. Forgórészek kritikus fordulatszáma] a fordulatszám növelésével a súlypont egyre közelebb kerül a
        forgástengelyhez, ami a forgórész „nyugodtabb” járásához vezet. Ilyenkor a tárcsa súlypontja
        az O és D pontokat
        összekötő egyenes O és D pontok által határolt szakaszán belül helyezkedik el (20.4c ábra). Ezzel szemben [image: 20.2. Forgórészek kritikus fordulatszáma] esetén, a D döféspont helyezkedik el az
          O és S pontokat
        összekötő egyenes O és S pontok által határolt szakaszán belül (20.4b
          ábra). A nagy fordulatszámon üzemelő turbina tengelyeknél a forgórészt gyorsan
        „átpörgetik” a kritikus fordulatszámon, majd üzem közben jóval a kritikus fordulatszám
        fölött járatják. A forgórészt [image: 20.2. Forgórészek kritikus fordulatszáma] szögsebességen üzemeltetve a tárcsa súlypontja e-nél kisebb sugarú körpályát ír le, tehát a forgórész nyugodtabban jár, mint [image: 20.2. Forgórészek kritikus fordulatszáma] szögsebességénél kisebb sebességeken. A forgórész a szögsebesség
        növelésével fokozatosan központos helyzetbe áll be (önkiegyensúlyozás). A gyakorlatban
        érdemes kihasználni az önkiegyensúlyozás jelenségét, azonban a kritikus szögsebesség
        tartományon ilyenkor minél gyorsabban át kell haladni.
Ahogy a 20.5 egyenletből is látható a kritikus fordulatszám
        meghatározásához szükségünk van a rugóként viselkedő tengely rugómerevségére vagy
        rugóállandójára. A tengely rugóállandója a tárcsa helyén működő 1N nagyságú forgástengelyre
        merőleges erő okozta tárcsa helyén mért lehajlásával azonos. A gyakorlatban a tengely adott
        helyén működő erő hatására bekövetkező deformációjának számítására a szilárdságtanban
        megtanult módszereket (rugalmas szál differenciálegyenlete, Betti-tétel, Castigliano-tétel)
        szokás használni. A számítási munka megkönnyítésére a 20.1
          táblázatban összefoglaltuk a tengely rugómerevségének meghatározására használható
        összefüggéseket a gyakorlatban előforduló leggyakoribb csapágyazási megoldásokra
        vonatkozóan.
Amennyiben a tengelyre egyidejűleg több tárcsát rögzítünk a forgórész legkisebb kritikus
        szögsebességét közelítőleg a Dunkerley elv alkalmazásával határozhatjuk meg. Ha a tárcsák
        tömegpontokkal helyettesíthetők, akkor a tömegpontok számával azonos számú kritikus
        szögsebességet tudunk számítani. A gyakorlatban ezen szögsebességek közül általában a
        legkisebbnek van a legnagyobb jelentősége, ezért sokszor megelégszünk ennek
        meghatározásával. A Dunkerley elv értelmében a több tárcsát tartalmazó forgórész legkisebb
        kritikus szögsebességét úgy határozzuk meg, hogy első lépésként a forgórészt több, egy
        tárcsát tartalmazó forgórészre bontjuk. Ezt követően a 20.5
          egyenlet segítségével meghatározzuk az egyes forgórészek kritikus szögsebességét,
        majd utolsó lépésként ezek ismeretében kiszámítjuk az eredeti, több tárcsát tartalmazó
        forgórész kritikus szögsebességét. A kritikus szögsebesség közelítő értékének
        meghatározásához az alábbi összefüggést használjuk:
20.8. egyenlet - 
[image: 20.2. Forgórészek kritikus fordulatszáma]


ahol ωkrit az n tárcsát tartalmazó forgórész kritikus szögsebességét, ωi krit pedig csak az i-edik tárcsát
        tartalmazó forgórész kritikus szögsebességét jelöli. Mindebből jól látszik, hogy a kritikus
        fordulatszám számítása a forgórész különböző pontjaihoz tartozó statikus lehajlás
        számítására épül.
20.1. táblázat - Különböző módon csapágyazott forgórészek hajlító rugómerevségének számítása
	
                [image: Különböző módon csapágyazott forgórészek hajlító rugómerevségének számítása]

              	
                [image: Különböző módon csapágyazott forgórészek hajlító rugómerevségének számítása]

              
	
                [image: Különböző módon csapágyazott forgórészek hajlító rugómerevségének számítása]

              	
                [image: Különböző módon csapágyazott forgórészek hajlító rugómerevségének számítása]

              
	
                [image: Különböző módon csapágyazott forgórészek hajlító rugómerevségének számítása]

              	
                [image: Különböző módon csapágyazott forgórészek hajlító rugómerevségének számítása]

              



20.1. Példa
Határozzuk meg a 20.1.1a és b ábrán
          látható forgórészek kritikus fordulatszámát. Mindkét forgórész egy állandó keresztmetszetű
          rugalmas tengelyből és egy tengelyhez rögzített, ideálisan merevnek tekinthető tárcsából
          áll. A tengelyek anyaga és keresztmetszete azonos. A tengelyek keresztmetszetének
          másodrendű nyomatékát és anyagának rugalmassági modulusát jelölje I, valamint E. A tárcsák
          tömege m1 és m2 .
[image: 20.1.1. ábra. A vizsgált forgórészek]20.1.1. ábra. A vizsgált forgórészek


A kritikus fordulatszám meghatározásához tételezzük fel, hogy a forgó tárcsák tömegpontoknak
        tekinthetők (lásd 20.1.2 ábra) és a tengely saját tömege a
        tárcsák tömegéhez képest elhanyagolható.
[image: 20.1.2. ábra. A forgórészek tömegpontokra épülő mechanikai modelljei]20.1.2. ábra. A forgórészek tömegpontokra épülő mechanikai modelljei


Kezdjük a feladat megoldását 20.1.1a ábrán látható
        forgórész vizsgálatával. A kritikus fordulatszám számítása a rugalmas tengely adott
        keresztmetszetéhez tartozó statikus lehajlás (elmozdulás) számítására épül. Az adott
        keresztmetszet a tengely tárcsa helyén lévő keresztmetszete.
A statikus lehajlás értékét legegyszerűbben a járulékképletek segítségével határozhatjuk
        meg. A csapágyazott tengely rugóállandója (c1) az adott
        keresztmetszet egységnyi erő hatására bekövetkező lehajlásával egyezik meg.
[image: Különböző módon csapágyazott forgórészek hajlító rugómerevségének számítása],
ahol s1 a tengely rugómerevségét jelöli. Ennek felhasználásával a
                forgórész kritikus szögsebessége
[image: Különböző módon csapágyazott forgórészek hajlító rugómerevségének számítása].
Végül a kritikus fordulatszám másodpercenként
[image: Különböző módon csapágyazott forgórészek hajlító rugómerevségének számítása].
A 20.1.1b ábrán látható esetben a kritikus fordulatszám
        számítása hasonlóan történik. Ennek megfelelően a csapágyazott tengely rugóállandója
[image: Különböző módon csapágyazott forgórészek hajlító rugómerevségének számítása].
A forgórész kritikus szögsebessége és fordulatszáma ennek megfelelően
[image: Különböző módon csapágyazott forgórészek hajlító rugómerevségének számítása],
[image: Különböző módon csapágyazott forgórészek hajlító rugómerevségének számítása].
20.2. Példa
Határozzuk meg a 20.2.1 ábrán
          látható forgórész legkisebb kritikus fordulatszámát. A forgórész egy állandó
          keresztmetszetű rugalmas tengelyből és két darab tengelyhez rögzített, ideálisan merevnek
          tekinthető tárcsából áll. A tengely keresztmetszetének másodrendű nyomatékát és anyagának
          rugalmassági modulusát jelölje I, valamint E. A tárcsák tömege m1
          és m2.
[image: 20.2.1. ábra. A vizsgált forgórész]20.2.1. ábra. A vizsgált forgórész


A kritikus fordulatszám meghatározásához tételezzük fel, hogy a forgó tárcsák tömegpontoknak
        tekinthetők (lásd 20.2.2 ábra) és a tengely saját tömege a tárcsák
        tömegéhez képest elhanyagolható.
A legkisebb kritikus fordulatszám meghatározásához használjuk Dunkerley közelítő képletét.
        Ehhez meg kell határoznunk külön az m1, és külön az m2 tömeghez tartozó kritikus fordulatszámot. A 20.1
        példa eredményeit felhasználva az m1 tömeghez tartozó kritikus fordulatszám
[image: Különböző módon csapágyazott forgórészek hajlító rugómerevségének számítása],
ahol
[image: Különböző módon csapágyazott forgórészek hajlító rugómerevségének számítása].
Az m2 tömeghez tartozó kritikus
                fordulatszám
[image: Különböző módon csapágyazott forgórészek hajlító rugómerevségének számítása],
ahol
[image: Különböző módon csapágyazott forgórészek hajlító rugómerevségének számítása].
[image: 20.2.2. ábra. A forgórész tömegpontokra épülő mechanikai modellje]20.2.2. ábra. A forgórész tömegpontokra épülő mechanikai modellje


Dunkerley közelítő képlete értelmében a kéttömegű forgórész legkisebb kritikus szögsebessége
          (ωkrit)
[image: Különböző módon csapágyazott forgórészek hajlító rugómerevségének számítása]
.
Ebből a kritikus fordulatszám
[image: Különböző módon csapágyazott forgórészek hajlító rugómerevségének számítása].

21. fejezet - Felkészülést segítő kérdések. Alapdefiníciók (minimum-követelmény)
      Képletgyűjtemény



1. A kinematika és kinetika alapfogalmai



1a) felkészülést segítő kérdések
A mechanika mely témakörét jelölik a kinematika, dinamika, kinetika, statika
        fogalmak?
Mechanikai értelemben mit nevezünk anyagi pontnak, anyagi pontrendszernek, merev
        testnek, deformálódó testnek?
Melyek a kinematika, kinetika alapmennyiségei?
Mit nevezünk vonatkoztatási rendszernek?
1b) alapdefiníciók (minimum-követelmény)
Anyagi pont vagy tömegpont: kiterjedése nincs, de tömege van.
Merev test: anyagi pontok összessége, melyek távolsága bármilyen
          hatásra állandó marad.
A kinematika, kinetika alapmennyiségei a hosszúság (mértékegysége: méter, [m]); az idő
        (mértékegysége: másodperc, [s]) és a tömeg (mértékegysége: kilogramm, [kg]).
Vonatkoztatási rendszerként értelmezzük azt a koordinátarendszert, melyben, mint
        viszonyítási rendszerben a testek mozgását vizsgáljuk.
1c) képletgyűjtemény


2. Anyagi pont kinematikája



2a) felkészülést segítő kérdések
Mit nevezünk mozgástörvénynek, mozgáspályának, pályabefutási törvénynek,
        ívkoordinátának?
Mit nevezünk szabadságfoknak?
Mi a kísérő triéder?
Mi a sebesség, pályasebesség?
Mit nevezünk hodográfnak?
Mi a gyorsulás?
Hogyan értelmezzük a centripetális és tangenciális gyorsulást?
Mik a foronómiai görbék?
2b) alapdefiníciók (minimum-követelmény)
Mozgástörvénynek nevezzük az anyagi pont helyvektorának időbeni változását leíró
        vektor-skalár függvényt.
Adott idő alatt a pont által befutott pályát mozgáspályának nevezzük.
Szabadságfoknak nevezzük a test független mozgáslehetőségeinek számát. Térben egy anyagi
        pont szabadságfoka 3, síkban 2; merev test szabadságfoka térben 6, síkban 3.
Sebességként értelmezzük a mozgástörvény idő szerinti első deriváltját.
A sebességfüggvény deriválásával megkapjuk a gyorsulásfüggvényt.
2c) képletgyűjtemény
Mozgástörvény: 
                    [image: 2. Anyagi pont kinematikája]
                 
Sebesség: 
                    [image: 2. Anyagi pont kinematikája]
                 
Gyorsulás: 
                    [image: 2. Anyagi pont kinematikája]
                 
Normál irányú gyorsulás: 
                    [image: 2. Anyagi pont kinematikája]
                 
Tangenciális gyorsulás: 
                    [image: 2. Anyagi pont kinematikája]
                 

3. Anyagi pont speciális mozgásai



3a) felkészülést segítő kérdések
Mit nevezünk egyenes vonalú mozgásnak, síkmozgásnak, térbeli mozgásnak?
Mikor beszélünk ferde hajításról?
Mi a körmozgás?
Mi a szögsebesség?
Hogyan értelmezzük körpályán mozgó test sebességét?
Mi a szöggyorsulás?
Hogyan értelmezzük körpályán mozgó test gyorsulását (centripetális, tangenciális
        gyorsulás)?
Mit jelenten a fordulatszám, frekvencia, keringési idő fogalmak körmozgás esetén?
3b) alapdefiníciók (minimum-követelmény)
Egyenes menti (egyenes vonalú) mozgás, ahol a pályagörbe görbületi sugara ρ=∞ valamint a sebességvektor és a gyorsulásvektor is
        pályairányú.
Síkmozgások, ahol a pályagörbe görbületi sugara ρ≠állandó, a sebességvektor és a gyorsulásvektor kölcsönös helyzete
        változó.
Ferde hajításról akkor beszélünk, ha egy testet földi környezetben „eldobunk”. A testet
        ebben az esetben a függőleges irányú gravitációs állandó „gyorsítja”, vízszintes irányú
        mozgása egyenletes sebességű mozgás.
Körmozgás esetén a mozgó pont pályája kör, a pályagörbe görbületi sugara ρ=R állandó, a sebességvektor érintőirányú, a gyorsulásvektor
        helyzete változó.
A szögsebesség az időegység alatti szögelfordulást adja. Jele: ω. Mértékegysége: [rad/s].
A szögsebesség idő szerinti deriváltját szöggyorsulásként értelmezzük. Jele: ε. M.e.: [rad/s2].
3c) képletgyűjtemény
Ferde hajítás mozgásegyenletei:
[image: 3. Anyagi pont speciális mozgásai]
Körmozgás mozgástörvénye: [image: 3. Anyagi pont speciális mozgásai]
Körmozgás esetén a sebesség: [image: 3. Anyagi pont speciális mozgásai]
Körmozgás esetén a gyorsulás: [image: 3. Anyagi pont speciális mozgásai]
A gyorsulás tangenciális összetevője: [image: 3. Anyagi pont speciális mozgásai]
A gyorsulás centripetális összetevője: [image: 3. Anyagi pont speciális mozgásai]
A fordulatszám másodpercenként: [image: 3. Anyagi pont speciális mozgásai]

4. Merev test kinematikája



4a) felkészülést segítő kérdések
Hogyan értelmezhető mechanikailag, hogy merev test két tetszőleges pontjának távolsága
        állandó?
Milyen összefüggés van egy merev test két pontjának sebessége között?
Merev test esetén hogyan értelmezhető a szögsebesség?
Hogyan jellemezhető egy merev test pillanatnyi sebességállapota?
Milyen összefüggés van egy merev test két pontjának gyorsulása között?
Milyen elemi mozgásokat különböztetünk meg?
Mi a véges mozgás?
4b) alapdefiníciók (minimum-követelmény)
A merev testek jellemzője, hogy méretük és alakjuk a mozgás során állandónak tekinthető.
        Azaz egy merev test esetén elmondható, hogy bármely két pontjának távolsága állandó.
Az ω
        szögsebesség a merev test forgását jellemző mennyiség, mert egy merev test csak egyféle
        forgást tud végrehajtani, hiszen alakja nem torzul a mozgás során.
Merev test estén egy tetszőleges ponthoz pedig fel tudunk írni egy vektorkettőst:
        [image: 4. Merev test kinematikája]. A test teljes pillanatnyi
        sebességállapotának leírására az összes pontban felírt sebességekből kapott vektormező
        alkalmas.
Merev test szögsebesség vektorának változását a test szöggyorsulása fejezi ki: ε.
A sebességállapot leírására alapozva megkülönböztetünk olyan alapvető mozgásformákat,
        melyeket elemi
          mozgásoknak nevezünk. Az [image: 4. Merev test kinematikája] vektorkettős skalár invariánsa szerint az alábbi elemi mozgásokat
        különböztetjük meg: nyugalom, elemi haladó mozgás, elemi forgómozgás, elemi
        csavarmozgás.
Testek véges
          mozgásán elemi mozgások egymásutánját értjük. Megkülönböztetünk
        véges haladó mozgást, álló tengely körüli forgást, gömbi mozgást, síkmozgást és véges
        csavarmozgást.
4c) képletgyűjtemény
Merev test két pontja közötti sebesség: [image: 4. Merev test kinematikája]
Merev test két pontja közötti gyorsulás: [image: 4. Merev test kinematikája]
Pillanatnyi forgástengelybe mutató vektor: [image: 4. Merev test kinematikája]

5. Merev test síkmozgásállapota



5a) felkészülést segítő kérdések
Mit értünk test síkmozgásán?
Mit jelentenek az alábbi fogalmak: álló alapsík, mozgó alapsík, álló pólusgörbe, mozgó
        pólusgörbe, sebességpólus?
Hogyan írható fel a test egy tetszőleges pontjának sebessége a sebességpólus
        ismeretében?
Mi a pillanatnyi gyorsuláspólus?
Hogyan írható fel a test egy tetszőleges pontjának gyorsulása a gyorsuláspólus
        ismeretében?
Mi a pólusvándorlás?
5b) alapdefiníciók (minimum-követelmény)
Síkmozgást végez egy test, ha van olyan sík, mellyel a vizsgált időtartamban a test
        minden pontja párhuzamosan mozog. Síkmozgás esetén a vizsgált véges időtartamban a
        forgástengelyek párhuzamosak egymással és merőlegesek az ún. alapsíkra.
A pillanatnyi forgástengely mozgó alapsíkon megjelenő döféspontja a pillanatnyi sebességpólus
        (pillanatnyi forgásközéppont).
A pillanatnyi forgástengely ismeretében bármely pont mozgása elemi forgómozgásként
        fogható fel. A sebességvektor minden esetben a P pontból
        az adott pontba húzott sugárra merőleges és forgásiránya megegyezik a pillanatnyi
        szögsebesség által definiált forgásiránnyal (a test P
        körül ω-nak megfelelően forog).
A gyorsulások tekintetében is találhatunk olyan pontot, ami pillanatnyi forgáspontnak
        tekinthető. Ez a pillanatnyi
            gyorsuláspólus. Ennek a pontnak a gyorsulása zérus. A
        gyorsuláspólus jellemzője, hogy a gyorsuláspólusból minden pont gyorsulása azonos β szöget zár be az adott pontba a gyorsuláspólusból húzott
        helyvektorral.
A test egy pontjának gyorsulása felírható aAt tangenciális és
          aAcp centripetális összetevővel. A
        centripetális gyorsulás mindig a gyorsuláspólusba mutat, míg a tangenciális összetevő
        merőleges a gyorsuláspólusból a tetszőleges pontba húzott „sugárra”.
5c) képletgyűjtemény
Tetszőleges A pont sebessége a sebességpólusból: [image: 5. Merev test síkmozgásállapota]
Gyorsuláspólus távolsága adott A ponttól: [image: 5. Merev test síkmozgásállapota]
Gyorsuláspólusból A-ba mutató helyvektor és A pont gyorsulásvektora által bezárt szög: [image: 5. Merev test síkmozgásállapota]

6. Relatív mozgások kinematikája



6a) felkészülést segítő kérdések
Mit értünk relatív mozgás alatt?
Mit jelentenek az alábbi fogalmak: szállító és relatív sebesség?
Mit jelentenek az alábbi fogalmak: szállító, relatív és Coriolis gyorsulás?
Mi a relatív szögsebesség és relatív szöggyorsulás?
6b) alapdefiníciók (minimum-követelmény)
Relatív mozgásról beszélünk, amikor egy test mozgását egy másik – ugyancsak mozgó –
        testhez viszonyítva írjuk le.
Relatív mozgást végző test sebessége a vonatkoztatási koordináta rendszerben felírható a
        szállító és relatív sebességek összegeként, ahol a szállító sebesség a vonatkoztatási
        koordináta rendszer azon pontjának sebessége a von. koordináta rendszerben, mely fedésben
        van a mozgó koordináta rendszer vizsgált pontjának sebességével; relatív sebesség pedig a
        mozgó koordináta rendszer vizsgált pontjának sebessége a von. koordináta rendszerben a vele
        fedésben lévő ponthoz képest.
Relatív mozgást végző test gyorsulása a vonatkoztatási koordináta rendszerben felírható
        a szállító, relatív és Coriolis gyorsulások összegeként.
6c) képletgyűjtemény
Relatív mozgást végző pont sebessége: [image: 6. Relatív mozgások kinematikája]
Relatív mozgást végző pont gyorsulása:
[image: 6. Relatív mozgások kinematikája]

7. Szerkezetek mozgásjellemzői



7a) felkészülést segítő kérdések
Mit nevezünk mechanizmusnak?
Milyen kinematikai párokat ismer?
Hogyan határozható meg egy mechanizmus szabadságfoka?
Mi a forgattyús mechanizmus, hogyan határozható meg pillanatnyi sebesség és
        gyorsulásállapota?
Mi a négycsuklós mechanizmus, hogyan határozható meg pillanatnyi sebesség és
        gyorsulásállapota?
7b) alapdefiníciók (minimum-követelmény)
A mechanizmus olyan,
        kényszerekkel összekapcsolt merev testekből álló rendszer, mely merev testek rendszere
        mozgásra képes. A merev testek kinematikai
            láncot képeznek. Az álló elemek képezik az állványt, a többiek a mozgó tagok. Az egyes tagokat a
          kinematikai párok
        kapcsolják egymáshoz. A kinematikai párok a tagok mozgásában kötöttséget jelentenek.
Mechanizmus szabadságfokán a mechanizmus független mozgáslehetőségeinek a számát
        értjük.
7c) képletgyűjtemény
Mechanizmus szabadságfoka: [image: 7. Szerkezetek mozgásjellemzői]
Síkbeli mechanizmus szabadságfoka: [image: 7. Szerkezetek mozgásjellemzői]

8. Anyagi pont kinetikája



8a) felkészülést segítő kérdések
Mi Newton I., II. és III. törvénye?
Mit nevezünk inerciarendszernek?
Mi az impulzus?
Mi a perdület?
Mi a kinetikai nyomaték?
Hogyan szól az impulzus és perdülettétel?
Mi a dinamika alaptörvénye?
Mit mond ki a d’Alambert elv?
8b) alapdefiníciók (minimum-követelmény)
Newton I. törvénye (tehetetlenségi törvény): Egy test nyugalomban marad, vagy egyenes
        vonalú egyenletes mozgást végez, ha nem hat rá erő.
Newton II. törvénye: Egy test mozgásának, mozgás mennyiségének, impulzusának változása
        egyenlő a testre ható erők eredőjével.
Newton III. törvénye (hatás ellenhatás törvénye): Két test egymásra gyakorolt hatása
        mindig egyenlő és a két hatás egymással ellentétes.
Anyagi pont impulzusa (lendület) egyenlő a test tömegének és sebességének
        szorzatával.
Az impulzusnak egy tetszőleges pontra számított nyomatékát perdületnek (impulzus nyomaték)
        nevezzük.
8c) képletgyűjtemény
Impulzus: [image: 8. Anyagi pont kinetikája]
Perdület: [image: 8. Anyagi pont kinetikája]
Impulzus tétel: [image: 8. Anyagi pont kinetikája]
Perdülettétel: [image: 8. Anyagi pont kinetikája]
Kinetikai nyomaték: [image: 8. Anyagi pont kinetikája]
Kinatikai nyomatéktétel:  [image: 8. Anyagi pont kinetikája]
A dinamika alaptörvénye: [image: 8. Anyagi pont kinetikája]
D’Alambert-elv:  [image: 8. Anyagi pont kinetikája]

9. Anyagi pont mozgásának energiaviszonyai



9a) felkészülést segítő kérdések
Hogyan határozható meg anyagi pont mozgási energiája?
Hogyan értelmezzük tömegpontra ható erő teljesítményét?
Mi a munka?
Mit mond ki a teljesítmény és a munkatétel?
Mi az erőtér, mikor beszélünk konzervatív erőtérről, mi a potenciál?
Mit mond ki az energia megmaradás törvénye?
Mikor beszélünk szabad mozgásról?
Mi a kényszermozgás?
9b) alapdefiníciók (minimum-követelmény)
Anyagi pont mozgási energiájának idő szerinti deriváltja egyenlő a reá ható erők
        teljesítményével. Ez a teljesítménytétel, ami kifejezi, hogy a testre ható erő
        teljesítménye a test mozgási energiájának változását eredményezi.
A munkatétel
        kifejezi, hogy a mozgási energia megváltozásának nagysága egyenlő a külső erőrendszer
        munkájával.
Ha az anyagi pontra ható erő a térben F=F(r) függvénnyel adható meg, térerőről beszélünk, a tér vizsgált része az erőtér. Konzervatív az erőtér, ha egy tetszőleges
        zárt görbe mentén a térerők munkája zérus.
Az U(r)
        skalár-vektor függvény jelentse a potenciált (helyzeti energia), melynek változása (dU) egyenlő a konzervatív térerő (F) negatív előjelű munkájával a
          dr elmozdulás
        során. A konzervatív erőtérben végzett munka csak a kezdő és véghelyzettől függ, értéke
        egyenlő a potenciálfüggvény kezdő és végpontban felvett értékének különbségével.
Az energia
          megmaradás törvénye kimondja, hogy konzervatív erőtérben a mozgási
        és helyzeti energiák összege állandó.
Tömegpont szabad
          mozgásáról akkor beszélünk, amikor a test mozgását más testek nem
        akadályozzák. Kényszermozgásról akkor beszélünk, ha a test mozgását különböző
        jellegű kötöttségek
        korlátozzák.
9c) képletgyűjtemény
Tömegpont mozgási energiája: [image: 9. Anyagi pont mozgásának energiaviszonyai]
Mechanikai teljesítmény: [image: 9. Anyagi pont mozgásának energiaviszonyai]
Munka: [image: 9. Anyagi pont mozgásának energiaviszonyai]
Munkatétel: [image: 9. Anyagi pont mozgásának energiaviszonyai]
Teljesítménytétel: [image: 9. Anyagi pont mozgásának energiaviszonyai]
Mechanikai energia megmaradás: [image: 9. Anyagi pont mozgásának energiaviszonyai]

10. Anyagi pontrendszer kinetikája



10a) felkészülést segítő kérdések
Mit értünk anyagi pontrendszer alatt?
Mik a tömegpontrendszer kinetikai jellemzői?
Mi a súlypont?
Mit mond ki az első és a második súlyponttétel?
Hogyan szól a teljesítménytétel anyagi pontrendszer esetén?
10b) alapdefiníciók (minimum-követelmény)
Anyagi pontrendszer alatt az egymással kölcsönhatásban lévő pontok együttesét
        értjük.
Anyagi pontrendszer kiemelt pontja a súlypont. A rendszer súlypontra számolt statikai
        nyomatéka zérus.
A pontrendszer impulzusa felírható a teljes pontrendszer tömegének és a súlypont
        sebességének szorzataként; ez az első súlyponttétel.
A második súlyponttétel (impulzustétel anyagi pontrendszerre) kimondja, hogy a
        pontrendszerre ható erők eredője megegyezik a pontrendszer tömegének és a pontrendszer
        súlypontjának szorzatával (időben állandó tömeg esetén).
10c) képletgyűjtemény
Pontrendszer súlypontjának helyvektora: [image: 10. Anyagi pontrendszer kinetikája]
Első súlyponttétel (pontrendszer impulzusa): [image: 10. Anyagi pontrendszer kinetikája]
Második súlyponttétel (impulzustörvény pontrendszerre): [image: 10. Anyagi pontrendszer kinetikája]
Teljesítménytétel pontrendszerre: [image: 10. Anyagi pontrendszer kinetikája]

11. Merev test tehetetlenségi nyomatéka



11a) felkészülést segítő kérdések
Mit fejez ki merev test tehetetlenségi nyomatéka?
Hogyan értelmezzük a pontra, tengelyre, síkra, síkpárra számolt tehetetlenségi
        nyomatékot?
Milyen elemeket tartalmaz a tehetetlenségi nyomatéki mátrix?
Mik a főtehetetlenségi nyomatékok, tehetetlenségi főtengelyek?
11b) alapdefiníciók (minimum-követelmény)
A tehetetlenségi
          nyomaték a tömeggel és kiterjedéssel rendelkező testek geometriától
        (és tömegtől) függő jellemzője, jellemzi a tömeg adott pont, tengely, sík vagy síkpár
        „körüli” elrendeződését, kiterjedését.
A tehetetlenségi nyomatéki mátrix szimmetrikus mátrix, sajátértékei a főtehetetlenségi
        nyomatékok. Tengelyszimmetrikus homogén test esetén a szimmetriatengely és a súlyponton
        átmenő összes – szimmetriatengelyre merőleges – tengely tehetetlenségi főtengely.
A pontrendszer impulzusa felírható a teljes pontrendszer tömegének és a súlypont
        sebességének szorzataként; ez az első súlyponttétel.
A második súlyponttétel (impulzustétel anyagi pontrendszerre) kimondja, hogy a
        pontrendszerre ható erők eredője megegyezik a pontrendszer tömegének és a pontrendszer
        súlypontjának szorzatával (időben állandó tömeg esetén).
11c)
          képletgyűjtemény
Tehetetlenségi nyomaték definíciója: [image: 11. Merev test tehetetlenségi nyomatéka]
Tehetetlenségi nyomatékok Steiner tétele: [image: 11. Merev test tehetetlenségi nyomatéka]
Karcsú rúd tehetetlenségi nyomatéka: [image: 11. Merev test tehetetlenségi nyomatéka]
Tárcsa tehetetlenségi nyomatéka: [image: 11. Merev test tehetetlenségi nyomatéka]

12. Merev test kinetikai jellemzői



12a) felkészülést segítő kérdések
Mi jellemző merev test súlypontjára?
Merev test esetén hogyan értelmezetők a kinetikai mennyiségek (impulzus, perdület,
        kinetikai nyomaték)?
Milyen kapcsolat van a súlypontra számolt perdület derivált és a kinetikai vektor
        között?
Hogyan értelmezhető a dinamika alaptörvénye merev testre?
12b) alapdefiníciók (minimum-követelmény)
A test súlypontjának azt a pontot tekintjük, melyre a statikai nyomaték zérus.
A súlypontra számolt perdület derivált a kinetikai vektorral egyezik meg.
A pontrendszer impulzusa felírható a teljes pontrendszer tömegének és a súlypont
        sebességének szorzataként; ez az első súlyponttétel.
A második súlyponttétel (impulzustétel anyagi pontrendszerre) kimondja, hogy a
        pontrendszerre ható erők eredője megegyezik a pontrendszer tömegének és a pontrendszer
        súlypontjának szorzatával (időben állandó tömeg esetén).
12c) képletgyűjtemény
Merev test impulzusa: [image: 12. Merev test kinetikai jellemzői]
Merev test perdülete: [image: 12. Merev test kinetikai jellemzői]
Súlypontra számolt perdület: [image: 12. Merev test kinetikai jellemzői]
Álló pontra számolt perdület: [image: 12. Merev test kinetikai jellemzői]
Súlypontra számolt kinetikai vektor: [image: 12. Merev test kinetikai jellemzői]
Tetszőleges A pontra számolt kinetikai vektor:  [image: 12. Merev test kinetikai jellemzői]
A dinamika alaptörvénye merev test súlypontjára felírva:
[image: 12. Merev test kinetikai jellemzői]

13. Merev test energiaviszonyai és síkmozgása



13a) felkészülést segítő kérdések
Hogyan írható fel merev test mozgási energiája?
Milyen kapcsolat van a súlypontra számolt perdület és a szögsebesség között síkmozgás
        esetén?
13b) alapdefiníciók (minimum-követelmény)
Merev test mozgási energiája a test súlypontjának sebességéből felírt mozgásból származó
        energia és a test forgásából származó energia összegeként írható fel.
Síkmozgás esetén a szögsebesség és szöggyorsulás vektorok merőlegesek a mozgás síkjára.
        Igaz továbbá az is, hogy a súlypontra számolt perdület vektora és a szögsebesség vektor
        párhuzamos.
13c) képletgyűjtemény
Merev test mozgási energiája: [image: 13. Merev test energiaviszonyai és síkmozgása]

14. Álló tengely körüli forgás; kiegyensúlyozatlanság



14a) felkészülést segítő kérdések
Mit nevezünk kiegyensúlyozatlanságnak?
Mikor beszélünk statikus kiegyensúlyozatlanságról, mi ennek az oka, milyen járulékos
        hatásokkal kell számolnunk statikus kiegyensúlyozatlanságnál, hogyan történik a
        kiegyensúlyozás?
Mikor beszélünk tisztán nyomatéki kiegyensúlyozatlanságról, mi ennek az oka, milyen
        járulékos hatásokkal kell számolnunk tisztán nyomatéki kiegyensúlyozatlanságnál, hogyan
        történik a kiegyensúlyozás?
Mi a kvázi a statikus kiegyensúlyozatlanság?
Mi a dinamikus kiegyensúlyozatlanság?
14b) alapdefiníciók (minimum-követelmény)
A kiegyensúlyozatlanságot definiálhatjuk úgy, mint a forgórész tömegelrendezésének hibás
        állapotát. Jellege szerint lehet: statikus, tisztán nyomaték, kvázistatikus és
        dinamikus.
Statikus kiegyensúlyozatlanságról beszélünk ha a forgórész súlyponti tehetetlenségi
        főtengelye nem esik egybe a forgástengellyel, de párhuzamos vele.
Tisztán nyomatéki a kiegyensúlyozatlanság, ha a forgórész súlyponti tehetetlenségi
        főtengelye nem esik egybe a forgástengellyel, de a súlypont a forgástengelyen van.
Kvázis-statikus kiegyensúlyozatlanságról beszélünk, ha a forgórész súlyponti
        tehetetlenségi főtengelye nem esik egybe a forgástengellyel, a súlypont sincs a
        forgástengelyen, de a tehetetlenségi főtengely és a forgástengely metszik egymást.
Dinamikus kiegyensúlyozatlanság esetén a forgórész súlyponti tehetetlenségi főtengelye
        nem esik egybe a forgástengellyel, a súlypont sincs a forgástengelyen és a két tengely
        kitérő, nincs közös metszéspontjuk.
14c) képletgyűjtemény
Statikus kiegyensúlyozatlanságnál fellépő centrifugális erő:
[image: 14. Álló tengely körüli forgás; kiegyensúlyozatlanság]
Statikus kiegyensúlyozatlanságnál a kiegyensúlyozó tömeg:
[image: 14. Álló tengely körüli forgás; kiegyensúlyozatlanság]
Tisztán nyomatéki kiegyensúlyozatlanság járulékos nyomatéka:
[image: 14. Álló tengely körüli forgás; kiegyensúlyozatlanság]
Tisztán nyomatéki kiegyensúlyozatlanságnál (kis szögeltérés esetén) a kiegyensúlyozó
        tömegek:
[image: 14. Álló tengely körüli forgás; kiegyensúlyozatlanság]

15. Ütközés



15a) felkészülést segítő kérdések
Milyen feltételezésekkel élünk ütközési jelenségek leírásánál?
Mikor beszélünk centrikus ütközésről?
Mi a lendület-megmaradás?
Mi az ütközési tényező?
Mi az excentrikus ütközés?
Mit nevezünk lökésközéppontnak?
Hogyan értelmezhető álló tengely körül forgó test(ek) ütközése?
15b) alapdefiníciók (minimum-követelmény)
Az ütközések vizsgálatához az alábbi feltételezésekkel élünk: Az ütközés igen rövid idő
        alatt játszódik le. A rövid ideig tartó érintkezés alatt a testek helyzetében nem következik
        be változás. Az ütközés következtében fellépő erők mellett a többi erő elhanyagolható. Az
        ütközési pontban nincs súrlódás.
Az ütközési tényező (jele: k, mértékegysége [-]) az
        ütközés anyagi viselkedését írja le. Tökéletesen rugalmas ütközés esetén a test
        deformációjára fordított energiát teljes egészében visszanyerjük: k=1. Tökéletesen képlékeny esetben az ütközési tényező k=0.
Centrikus ütközés esetén mindkét test súlypontja az ütközési normálison van.
Az ütközés során a rendszer impulzusa nem változik. Ez a lendület-megmaradás.
Excentrikus ütközés esetén legalább az egyik test súlypontja nem az ütközési normálison
        van. Excentrikus ütközések során minden esetben található az ütköző testen egy ún.
        lökésközéppont, ennek a pontnak a sebessége az ütközés során nem változik.
Tömegpontokkal való helyettesítés 3 feltétele: a test tömege változatlan marad, a test
        súlypontja a helyén marad, a test súlypontra számolt tehetetlenségi nyomatéka nem
        változik.
15c) képletgyűjtemény
Lendület-megmaradás:
[image: 15. Ütközés]
Statikus kiegyensúlyozatlanságnál a kiegyensúlyozó tömeg:
[image: 15. Ütközés]
Tisztán nyomatéki kiegyensúlyozatlanság járulékos nyomatéka:
[image: 15. Ütközés]
Tisztán nyomatéki kiegyensúlyozatlanságnál (kis szögeltérés esetén) a kiegyensúlyozó
        tömegek:
[image: 15. Ütközés]

16. Egyszabadságfokú, egytömegű csillapítatlan szabad rezgés: mozgásegyenlet,
        sajátfrekvencia, rugók kapcsolása



16a) felkészülést segítő kérdések
Mi a rugóállandó?
Mi a rugómerevség?
Írja fel az egyszabadságfokú harmonikus rezgőmozgás differenciálegyenletét!
Mit értünk a harmonikus rezgő mozgást végző rendszer sajátfrekvenciája alatt?
Hogyan számítható ki a harmonikus rezgő mozgást végző rendszer teljes energiája?
Hogyan határozható meg az eredő rugóállandó/rugómerevség soros, valamint párhuzamos
        rugókapcsolás esetén?
16b) alapdefiníciók (minimum-követelmény)
A rugóállandó a rugó egységnyi erő okozta megnyúlásával egyenlő.
A rugómerevség a rugó egységnyi megnyúlásához szükséges erőként értelmezhető.
Harmonikus rezgés esetén a két szélső helyzethez tartozó kitérés abszolút értéke
        megegyezik.
A tömeg legnagyobb kitérését a rezgés amplitúdójának nevezzük.
Harmonikus rezgőmozgás esetén a rendszer teljes energiája (potenciális és mozgási)
        időtől függetlenül állandó.
16c) képletgyűjtemény
[image: 16. Egyszabadságfokú, egytömegű csillapítatlan szabad rezgés: mozgásegyenlet, sajátfrekvencia, rugók kapcsolása]
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17. Egyszabadságfokú, egytömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás
        (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum



17a) felkészülést segítő kérdések
Mit értünk erős csillapítás alatt?
Hogyan határozható meg a rendszer kritikus csillapítása?
Mikor beszélünk gyenge csillapításról?
Mit értünk a gyengén csillapított rendszer (saját) körfrekvenciája alatt?
Hogyan határozható meg a csillapított rezgés lengésideje/periódusideje?
Mi a Lehr-féle csillapítás és mi a logaritmikus dekrementum?
17b) alapdefiníciók (minimum-követelmény)
Ha a rendszer csillapítása nagyobb a kritikusnál a kitérített és magára hagyott tömeg
        nem végez periodikus lengést, hanem egyre lassuló mozgással, elméletileg végtelen hosszú idő
        alatt visszatér eredeti helyzetébe.
Kritikusnál kisebb csillapítással csillapított rendszer esetén a tömeg periodikus
        lengéseket végez, ezek amplitúdója azonban az idővel aszimptotikusan csökken (minden határon
        túl zérushoz tart).
A csillapított rendszer (saját) körfrekvenciája valamivel kisebb, mint a csillapítatlan
        rendszer (saját) körfrekvenciája.
17c) képletgyűjtemény
[image: 17. Egyszabadságfokú, egytömegű csillapított szabad rezgés: Lehr-féle csillapítás (nedves csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]
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18. Egyszabadságfokú, egytömegű csillapított szabad rezgés: Coulomb csillapítás (száraz
        csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum



18a) felkészülést segítő kérdések
Mit értünk száraz csillapítás alatt?
Hogyan határozható meg a csillapító erő értéke száraz csillapítás esetén?
Írja fel az egyszabadságfokú száraz csillapítású rezgőrendszer mozgásegyenletét!
Milyen formában írható fel a rezgő mozgást végző tömeg időfüggő kitérése?
Milyen kapcsolat van az egymást követő azonos irányú amplitúdók között?
18b) alapdefiníciók (minimum-követelmény)
A súrlódási erő minden egyes fél periódus után előjelet vált, ezért a rezgés úgy fogható
        fel, mintha eltolt középpontú szabad rezgést végezne a tömegpont, az eltolás iránya azonban
        fél periódusként változik.
Egy fél perióduson belül az m tömeg két szélső helyzetéhez tartozó rugóban felhalmozott
        helyzeti vagy potenciális energiák közötti különbség (energiaveszteség) azonos a súrlódási
        erő munkájával.
Száraz csillapítás esetén a tömeg periodikus lengéseket végez, ezek amplitúdója azonban
        az idővel egyre csökken.
Ahogy a rezgés amplitúdója a súrlódási tényezőből meghatározható határérték alá csökken,
        a mozgás megszűnik, mert a súrlódási erő nagyobb, mint a visszatérítő erő.
A periódusidőnek csak a szélső helyzetek között van állandó értéke.
18c) képletgyűjtemény
[image: 18. Egyszabadságfokú, egytömegű csillapított szabad rezgés: Coulomb csillapítás (száraz csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]
[image: 18. Egyszabadságfokú, egytömegű csillapított szabad rezgés: Coulomb csillapítás (száraz csillapítás), mozgásegyenlet, logaritmikus dekrementum]
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19. Egyszabadságfokú, egytömegű gerjesztett rezgés: erő- és útgerjesztés,
        mozgásegyenlet, tranziens és stacionárius rezgés, sztochasztikus gerjesztés



19a) felkészülést segítő kérdések
Mi a különbség az erő- és az útgerjesztés között?
Írja fel a csillapítatlan harmonikus útgerjesztéssel gerjesztett rezgés
        mozgásegyenletét!
Mit nevezünk a gerjesztés nélküli rezgőrendszer saját(kör)frekvenciájának?
Mit értünk nagyítási tényező alatt?
Rajzolja fel a rezonancia görbét!
Írja fel az egyszabadságfokú, nedves csillapítással csillapított gerjesztett rendszer
        mozgásegyenletét!
19b) alapdefiníciók (minimum-követelmény)
A csillapítatlan gerjesztett rezgés mozgásegyenlete abban különbözik a gerjesztés
        nélküli, csillapítatlan szabad rezgés mozgásegyenletétől, hogy az egyenlet jobb oldalán a
        zérus helyett a gerjesztő erő és az m tömeg hányadosa áll.
A stacionárius lengésrész lefolyása tiszta szinuszos, tehát a lengés harmonikus
        lengőmozgás, körfrekvenciája megegyezik a gerjesztés körfrekvenciájával.
A nagyítási tényező a tetszőleges, nem zérus gerjesztési frekvenciához és a zérus
        gerjesztési frekvenciához tartozó amplitúdók hányadosát jelöli.
Pozitív nagyítási tényező esetén a gerjesztő erő és a kitérés azonos előjelűek, tehát
        egyirányúak, más szóval fázisban vannak, negatív nagyítási tényező esetén pedig
        ellentétesek, vagyis ellenfázisban vannak.
A fázisváltás éppen a rezonanciának nevezett állapot átlépésekor következik be.
A rezonancia állapotában a gerjesztés és a rendszer saját(kör)frekvenciája azonos, a
                nagyítási tényező nevezője nulla, tehát a kitérések – csillapítás hiányában –
                végtelen nagy értéket vehetnek fel.
Ha a gerjesztés körfrekvenciája lényegesen különbözik a rendszer
        sajátkörfrekvenciájától, akkor a kitérések még nagyobb gerjesztő hatás esetén is csekélyek
        lehetnek.
19c) képletgyűjtemény
[image: 19. Egyszabadságfokú, egytömegű gerjesztett rezgés: erő- és útgerjesztés, mozgásegyenlet, tranziens és stacionárius rezgés, sztochasztikus gerjesztés]
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20. Rugalmas tengelyek, mint rugók: hajlító rezgés, sajátfrekvencia, kritikus
        fordulatszám



20a) felkészülést segítő kérdések
Mit nevezünk forgórésznek?
Mit nevezünk kritikus fordulatszámnak?
Mit értünk hajlító rezgés alatt?
Hogyan számítjuk ki a forgórészek kritikus fordulatszámát?
Mit mond ki a Dunkerley elv?
Hogyan vehető figyelembe a tengelyre rögzített tárcsa excentricitása a kritikus
        fordulatszám meghatározása során?
20b) alapdefiníciók (minimum-követelmény)
A tengelyeket a rászerelt alkatrészekkel együtt forgórészeknek nevezzük.
Üzemelő forgórészek esetén a tengely középvonala bizonyos fordulatszámokon
        meghajlik.
A kritikus fordulatszámra történő ellenőrzést a forgórészek rugalmassága teszi
        szükségessé.
A forgórész sajátfrekvenciájának megfelelő fordulatszámot kritikus fordulatszámnak
        nevezzük.
Minél nagyobb a forgórész rugalmassága – azaz minél kisebb a merevsége – annál kisebb a
                kritikus fordulatszám.
A forgórészek kritikus fordulatszámának számértéke gyakorlatilag megegyezik a forgórész
        hajlító rezgéshez tartozó sajátfrekvenciájával.
A kisméretű tárcsákat, fogaskerekeket hordozó tengelyek, ha a tengely tömege
                elhanyagolható a tárcsák tömegéhez képest, olyan elhanyagolható tömegű rugalmas
                tartóként modellezhetők, melynek különböző pontjaiban a tárcsák, fogaskerekek
                tömegeivel azonos m1, m2, …,
                    mn koncentrált tömegek helyezkednek el.
Forgó tengelyre excentrikusan felékelt tárcsa esetén a nagyítási tényező megmutatja,
        hogy a tárcsa súlypontja és a forgástengely közti távolság hányszorosára nő a forgás
        következtében.
20c) képletgyűjtemény
[image: 20. Rugalmas tengelyek, mint rugók: hajlító rezgés, sajátfrekvencia, kritikus fordulatszám]
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