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3. fejezet - Becsléselmélet: alapfogalmak, nevezetes statisztikák, intervallum-becslés



3.1	 Bevezetés



Jelen modul a Matematikai statisztikai elemzések tárgy harmadik fejezete, modulja. Az itt következő ismeretek megértéséhez javasoljuk, hogy olvassa el a Tárgy korábbi moduljainál írottakat. Amennyiben ez még nem lenne elég a megértéshez, akkor forduljon a szerzőhöz segítségért.
Jelen modul célja, hogy az Olvasó megismerkedjen a statisztikai becslés alapfogalmaival, és képessé váljon a különböző statisztikai paraméterek becslésének elvégzésére. A becsléselmélet alapfogalmainak elsajátítása, elveinek megadása után sorra vesszük a legfontosabb statisztikai paraméterek konfidencia-intervallumokba szorításának módszereit. Aki ezeket az eseteket tanulmányozza, és az elvet megérti, az könnyűszerrel megoldhat olyan feladatokat is, amelyeket itt nem tárgyalunk. Külön felhívjuk a figyelmet a maximum-likelihood elv bevezetésére, amely a statisztikai instrumentumok egyik leghatásosabb lehetősége.


3.2		Becsléselméleti alapfogalmak



A matematikai statisztika egyik fő területe a becsléselmélet: A valószínűségi eloszlások jellemző mennyiségeinek meghatározását paraméterbecslésnek nevezzük.
Példa: a mintában található selejtarány alapján következtetünk az egész sokaságban valószínűsíthető selejtszámra.
Konfidencia intervallum becslése: Mivel a becsléssel kapott érték általában nem azonos a keresett elméleti értékkel, ezért műszaki biztonsági okokból szükséges, hogy alsó és felső határt adjunk meg a becsült paraméterre.
3.2.1		A statisztikai minta fogalma




          Definíció:
        
A statisztikai minta valamely valószínűségi változóra vonatkozó véges számú független kísérlet vagy megfigyelés eredménye, azaz véges sok azonos eloszlású valószínűségi változó.
Jelölés: Tekintsük a  valószínűségi változót, ekkor a -re vonatkozó n elemű minta

          1, 
          2,....., 
          
            n
          
        
Az n számú kísérlet elvégzése során a i mintaelem egy-egy konkrét számértéket vesz fel:

          1 = x1, 
          2 = x2 ,..., 
          n = xn
        
A statisztikai minta reprezentatív, ha a mintaelemek eloszlása megegyezik a vizsgált valószínűségi változó eloszlásával, hiszen mindegyik kísérletnél magát a valószínűségi változót figyeljük meg.
A statisztikai minta elemei független valószínűségi változók, mivel a kísérleteket egymástól függetlenül végezzük.

3.2.2	 Statisztikák



A mintaelemekből tapasztalati jellemzőket, u.n. statisztikákat konstruálunk.

          Definíció:
        
A statisztika a mintaelemek valamely függvénye:

          [image: 3.2.2 Statisztikák]
        
A statisztika maga is valószínűségi változó, és eloszlásának meghatározása fontos feladat.
A valószínűségszámítás tárgyalása során láttuk, hogy a valószínűségi változók eloszlása néhány számadattal (várható érték, szórás,...) kielégítően jellemezhető.
A várható érték az eloszlás súlypontjáról, a szórás a változó értékeinek szétszórtságáról ad felvilágosítást. Ezekre az elméleti jellemzőkre a mintaelemekből igyekszünk következtetni úgy, hogy a  1, 2, ...,n mintából különböző függvényeket képezünk. Valamely n = n(1,2,....,n) függvény minden konkrét minta esetén egyetlen számadatba tömöríti a mintaelemekben rejlő információt.
Milyen függvényt konstruáljunk a mintaelemekből, hogy minél jobb közelítését kapjuk az elméleti várható értéknek, az elméleti szórásnak és egyéb paramétereknek?
	
              Mintaközép
            




          [image: 3.2.2 Statisztikák]
        

          Tétel:
        
Ha a  valószínűségi változó várható értéke μ, szórása σ, akkor a mintaközépre

          [image: 3.2.2 Statisztikák]
          [image: 3.2.2 Statisztikák]
        
Bizonyítás:

          [image: 3.2.2 Statisztikák]
        
	
              Rendezett minta:
            



A véletlen, az észlelés sorrendjében kapott mintaelemeket rendezzük nagyság szerint. Jelölje a nagyság szerint a legkisebbet [image: 3.2.2 Statisztikák]
, a megmaradók közül a legkisebbet [image: 3.2.2 Statisztikák]
 , stb.
Ekkor

          [image: 3.2.2 Statisztikák]
        
A rendezett mintaelemek már nem függetlenek és nem is azonos eloszlásúak.
	
              Mintaterjedelem:
            




          [image: 3.2.2 Statisztikák]
        
	
              Medián:
            



Ha a mintanagyság páratlan, akkor a középső mintaelem a medián - páros mintanagyság esetén a két középső átlaga.
	
              Tapasztalati (empirikus) szórásnégyzet:
            



A mintaközéptől vett eltérések négyzetének átlaga:

          [image: 3.2.2 Statisztikák]
        
	
              Korrigált tapasztalati szórásnégyzet:
            




          [image: 3.2.2 Statisztikák]
        
	
              Variációs tényező (relatív szórás):
            




          [image: 3.2.2 Statisztikák]
        

3.2.3	A statisztikai becslések követelményei



	
              Torzítatlan becslés:
            



Ha a  valószínűségi változó elméleti jellemzője az a paraméter, és az [image: 3.2.3 A statisztikai becslések követelményei]
 statisztikai mintából kívánjuk becsülni, akkor elvárjuk, hogy az [image: 3.2.3 A statisztikai becslések követelményei] statisztika értékei az 'a' szám körül ingadozzanak, azaz [image: 3.2.3 A statisztikai becslések követelményei]
várható értéke ’a’ legyen:

          [image: 3.2.3 A statisztikai becslések követelményei]
        

          Példa:
        
Az s2 tapasztalati szórás nem torzítatlan becslése a σ2 elméleti szórásnak.
Bizonyítás:

          [image: 3.2.3 A statisztikai becslések követelményei]
        
	Konzisztens becslés:



A minta elemszámának növelésével az [image: 3.2.3 A statisztikai becslések követelményei] statisztika egyre jobban közelítse meg az 'a' paramétert:

          [image: 3.2.3 A statisztikai becslések követelményei]
        
	Elégséges becslés:



Az [image: 3.2.3 A statisztikai becslések követelményei]
 statisztika tartalmazza az 'a' paraméterre vonatkozó összes információt.
	Efficiens becslés:



A legkisebb szórású torzítatlan becslés.


3.3	 Becslési módszerek



Alapvető probléma, hogy egy adott valószínűségi eloszláshoz, hogyan található jó becslés. Létezik-e olyan általános matematikai elv, amely megadja, hogy milyen statisztikát számítsunk ahhoz, hogy a keresett paraméterek jó becslését kapjuk?
3.3.1	Maximum likelihood módszer, azaz a legnagyobb valószínűség elve



Legyen [image: 3.3.1 Maximum likelihood módszer, azaz a legnagyobb valószínűség elve]
 valószínűségi vektor változó [image: 3.3.1 Maximum likelihood módszer, azaz a legnagyobb valószínűség elve]
 mintaelemeinek együttes sűrűségfüggvénye:

          [image: 3.3.1 Maximum likelihood módszer, azaz a legnagyobb valószínűség elve]
        
	- ahol [image: 3.3.1 Maximum likelihood módszer, azaz a legnagyobb valószínűség elve]
, és [image: 3.3.1 Maximum likelihood módszer, azaz a legnagyobb valószínűség elve]
 a becslési tartomány.
A fenti összefüggés alapján a likelihood függvényre az alábbi kifejezést kapjuk:

          [image: 3.3.1 Maximum likelihood módszer, azaz a legnagyobb valószínűség elve]
        
A likelihood becslés a parciális deriváltak nullával való egyenlőségének szükségességéből adódik:
[image: 3.3.1 Maximum likelihood módszer, azaz a legnagyobb valószínűség elve]
,	[image: 3.3.1 Maximum likelihood módszer, azaz a legnagyobb valószínűség elve]

Elméleti és gyakorlati szempontból két fontos esetet tárgyalunk:

3.3.2	Normális eloszlás esetén



Az együttes sűrűségfüggvény:
[image: 3.3.2 Normális eloszlás esetén]
  ,
	- ahol σ a szórás, [image: 3.3.2 Normális eloszlás esetén]
 a várható érték.
A likelihood függvény:

          [image: 3.3.2 Normális eloszlás esetén]
        
A szélsőérték létezésének szükséges feltétele alapján:
[image: 3.3.2 Normális eloszlás esetén]
,
[image: 3.3.2 Normális eloszlás esetén]
,	[image: 3.3.2 Normális eloszlás esetén]

A fentiekből az ismeretlen paraméterek becslésére az alábbi összefüggések adódnak:
[image: 3.3.2 Normális eloszlás esetén]
,	[image: 3.3.2 Normális eloszlás esetén]

Tehát a hagyományos becslési eljárás normális eloszlás esetén a várható értéket a számtani középpel, a szórásnégyzetet a tapasztalati (empirikus) szórásnégyzettel becsüli.

3.3.3	Laplace eloszlás esetén



A kétoldalú exponenciális eloszlás, azaz a Laplace–eloszlás sűrűségfüggvénye:

          [image: 3.3.3 Laplace eloszlás esetén]
        
Az együttes sűrűségfüggvény:

          [image: 3.3.3 Laplace eloszlás esetén]
        
A Likelihood–függvény a következő:

          [image: 3.3.3 Laplace eloszlás esetén]
        
A szélsőérték létezésének szükséges feltétele alapján:

          [image: 3.3.3 Laplace eloszlás esetén]
        
[image: 3.3.3 Laplace eloszlás esetén]
,	[image: 3.3.3 Laplace eloszlás esetén]
,
	– ahol	n+ és n- a pozitív és negatív deriváltak száma.
A fenti egyenletekből az ismeretlen paraméterek becslésére az alábbi összefüggéseket kapjuk:
[image: 3.3.3 Laplace eloszlás esetén]
,	[image: 3.3.3 Laplace eloszlás esetén]

Tehát Laplace–eloszlás esetén a várható érték becslésére a medián, a szórás becslésére a legkisebb abszolút eltérés (LAD) adódik.


3.4	 Konfidencia intervallum becslése:



Legyen η egy populációt leíró valószínűségi változó. Eloszlásának egy ismeretlen paramétere ’a’, továbbá tegyük fel, hogy ismerjük az ’a’ paraméter egy torzítatlan becslésére szolgáló [image: 3.4 Konfidencia intervallum becslése:]
 statisztika [image: 3.4 Konfidencia intervallum becslése:]
 sűrűségfüggvényét. Jelölje ezt f(x).
Ekkor találhatunk olyan c1 és c2 valós számokat (c1 < c2), melyekre
[image: 3.4 Konfidencia intervallum becslése:]
.
Ezek alapján

        [image: 3.4 Konfidencia intervallum becslése:]
      
ami azt jelenti, hogy a [image: 3.4 Konfidencia intervallum becslése:] valószínűségi változó értéke [image: 3.4 Konfidencia intervallum becslése:] valószínűséggel esik a [image: 3.4 Konfidencia intervallum becslése:] intervallumba. Ennek megfelelően, ha tekintjük [image: 3.4 Konfidencia intervallum becslése:] egy adott n elemű minta esetén felvett xn értéke körüli

        [image: 3.4 Konfidencia intervallum becslése:]
      
intervallumot, akkor ez az intervallum [image: 3.4 Konfidencia intervallum becslése:]
 valószínűséggel tartalmazza az [image: 3.4 Konfidencia intervallum becslése:]
 értéket, azaz a becsülendő paramétert.
Ezt az intervallumot a becsülendő paraméter [image: 3.4 Konfidencia intervallum becslése:]
 konfidenciaszinthez tartozó konfidenciaintervallumának hívjuk.
A konfidenciaszint értékét növelve a konfidencia intervallum hossza is növekszik. Ez azzal a veszéllyel járhat, hogy nem kapunk elég információt a becsülendő paraméter értékéről. Ha kicsire választjuk a konfidenciaszintet, akkor bár a konfidenciaintervallum kicsi lehet, de a paraméter beleesési valószínűsége is kicsi, így ez sem hordoz nagy információt. Általában a 0,95 körüli érték használatos.
Összefoglalva: intervallumbecslés során a minta alapján egy olyan intervallumot határozunk meg, amely az előre megadott valószínűséggel [image: 3.4 Konfidencia intervallum becslése:]
 tartalmazza a becsülni kívánt jellemzőt. Ezt az intervallumot nevezzük konfidencia intervallumnak.
3.4.1	Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére



Legyen ’A’ egy η valószínűségi változóval kapcsolatos [image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére]
 valószínűségű esemény.
Vegyünk η-ra vonatkozóan [image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére]
 elemű mintákat.
Adjunk meg p értékére [image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére] konfidenciaszinthez tartozó konfidencia-intervallumot!
A p valószínűség becslésére használjuk a [image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére] relatív gyakoriság statisztikát.
Ha [image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére] a mintán gA értéket vesz fel, akkor a p valószínűségre adódó konfidenciaintervallum:
[image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére]
.
A becslőfüggvény:
[image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére]
,	ahol	k= a kedvező esetek száma
n= az összes eset száma
Mivel n rögzített, k pedig binomiális eloszlást követ, ezért [image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére]
 is binomiális eloszlású lesz.
Ekkor
[image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére]
,	ahol	q=1-p.
Tekintve, hogy σ2 ismeretlen, ezért az

          [image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére]
        
formulával becsüljük.
Ahhoz, hogy a binomiális eloszlást normális eloszlással tudjuk közelíteni, a következő feltételnek kell teljesülnie:

          
            [image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére]
          
        
Ekkor

          [image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére]
        
változó standard normális eloszlású.
Így a keresett konfidencia intervallum:
[image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére]
,
	melyre	[image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére]


          Bizonyítás:
        
A konfidencia intervallumba foglalás alapelve alapján írhatjuk:

          [image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére]
        
Az egyenlőtlenségeket a gyökös kifejezéssel végigszorozva:

          [image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére]
        
Az egyenlőtlenségeket p paraméterre rendezve:

          [image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére]
        
Vagy ami ugyanaz:

          [image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére]
        

          Megjegyzés:
        
z szimmetrikus eloszlású, vagyis

          [image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére]
        

          Példa:
        
Tekintsünk 5000 db televíziókészüléket, amelyből 80 db rossz.
Adjunk intervallumbecslést annak a valószínűségére, hogy egy televízió rossz, ha α=0,05!

          [image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére]
        
Tehát a keresett konfidenciaintervallum:
[image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére]
,	vagyis	[image: 3.4.1 Konfidencia intervallum egy esemény valószínűségére]


3.4.2	Konfidencia intervallum a várható értékre



A várható értékre vonatkozó konfidenciaintervallum meghatározása során három esetet kell megvizsgálnunk:
	σ ismert

	σ ismeretlen és n ≥ 30 (nagy minta)

	σ ismeretlen és n ≤ 30 (kis minta)



ahol σ a sokasági szórás.
	
              A 
              σ 
              szórás ismert
            



Ezen konfidenciaintervallum meghatározását felhasználjuk a korábbi definíciók és jelölések jelentésének elmélyítésére.
Legyen η tetszőleges valószínűségi változó μ várható értékkel és σ szórással. Tegyük fel, hogy σ ismert, és μ-re akarunk egy konfidenciaintervallumot meghatározni.
A várható értékre torzítatlan becslés az [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre] mintaközép.
Vegyünk η-ra n≥30 elemű mintákat!
Milyen eloszlású az [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
 statisztika?
Megmutatható, hogy [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
 normális eloszlású μ várható értékkel és [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
 szórással.
Most meg kell határoznunk egy [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
 intervallumot, melyre [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
.
Az [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre] standardizálásával a következő egyenlőséget nyerjük: 
[image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
.
A normális eloszlás sűrűségfüggvényének szimmetriája miatt
[image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
	és	[image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
,
így a z-eloszlás táblázatából kapjuk meg őket.
Ezek szerint
[image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
	és	[image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
.
A c1 és c2 értékeket kifejezve
[image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
.
Ebből [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre] körüli intervallumra áttérve kapjuk a

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        
egyenlőséget.
Innét leolvasható, hogy a becsülendő paraméter az [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre] valószínűségi változó adott mintán felvett [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre] értéke körüli

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        
intervallumban van [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
 valószínűséggel.
Ezt az intervallumot hívjuk a normális eloszlás várható értékére vonatkozó konfidencia intervallumnak.
Feltétel: normális eloszlásból származó minta.
Mivel σ ismert, ezért a becslőfüggvény standard normális eloszlású lesz, tehát:

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        
Ekkor az [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre] megbízhatósági szinthez tartozó konfidencia intervallum:

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        
	melyre	[image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]

Bizonyítás:
A konfidencia intervallumba foglalás alapelve alapján írhatjuk:

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        
Az egyenlőtlenségeket a gyökös kifejezéssel végigszorozva:

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        
Az egyenlőtlenségeket [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre] paraméterre rendezve:

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        
Vagy ami ugyanaz:

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        

          Példa:
        
Tekintsük a következő mintát:	[image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]

Adjon intervallumbecslést a várható értékre, ha α=0,01!
Megoldás:

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        
Tehát a keresett intervallum:

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        
	
              A σ szórás
               
              ismeretlen, és n ≥ 30 (nagy minta)
            



A gyakorlatban többször fordul elő az az eset, amikor az η valószínűségi változó szórását nem ismerjük.
Ebben az esetben bizonyítható, hogy az [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
 valószínűségi változó n-1 szabadságfokú t-eloszlást követ. Az s a mintából számított korrigált tapasztalati szórás.
Ekkor a c1 és c2 értékeket a következő módon kapjuk:

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        
Az adott [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre] konfidenciaszinthez a t táblázatból kikereshetjük a
[image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
	és	[image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]

értékeket. (A t eloszlás sűrűségfüggvénye páros!)
Emiatt 

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        
Azaz

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        
Innét leolvasható, hogy a becsülendő μ paraméter az [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre] valószínűségi változó adott mintán felvett [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre] értéke körüli 

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        
intervallumban van [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre] valószínűséggel.
	
              A σ szórás ismeretlen, és 
              n < 30
                (kis minta)
            



Mivel σ nem ismert, ezért s2–tel becsüljük. Így a normális eloszlás helyett kénytelenek vagyunk a t– (Student) eloszlású változót használni, ν=n-1 szabadságfokkal. Ekkor:

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        
Ekkor az 1-α megbízhatósági szinthez tartozó konfidencia intervallum:

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        
Bizonyítás:

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        
Megjegyzés: t szimmetrikus eloszlású, vagyis	[image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]


          Példa:
        
Adott:	[image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]

Adjon intervallumbecslést a várható értékre, ha [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]

Megoldás:

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        
A keresett intervallum:

          [image: 3.4.2 Konfidencia intervallum a várható értékre]
        

3.4.3	Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére



Adott az η1 és η2 valószínűségi változó. Tegyük fel, hogy ismerjük [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
 és [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
 értékét. Az η1 valószínűségi változóra vegyünk [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
 elemű mintát, az η2-re [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére] eleműt. Legyen μ1 és μ2 a két valószínűségi változó várható értéke.
Adjuk meg az [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére] konfidenciaszinthez tartozó konfidenciaintervallumot a várható értékek különbségére (azaz [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
-re)!
Torzítatlan becslésre az [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
 statisztika használható. Ha [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
 ill. [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
 valószínűségi változó mintán felvett értéke [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
 és [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
, akkor a nyert konfidenciaintervallum:
[image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
.
Az eddigiekben csak egyetlen sokasági jellemzőt becsültünk minta alapján, a továbbiakban áttérünk arra az esetre, amikor két sokasági jellemzőt hasonlítunk össze.
Kiindulásként feltesszük, hogy adott két sokaság, amelyeket ugyanazon ismérv szerint vizsgálunk. Elsőként a két sokasági várható érték becslésével ismerkedünk meg részletesebben. Itt is több esetet tárgyalunk:
	
              Ismert 
              σ1
               és 
              σ2
            



Mivel ismertek a minták szórásai, ezért a

          [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
        
változó standard normális eloszlást követ.
Ekkor az [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére] megbízhatósági szinthez tartozó konfidencia intervallum:

          [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
        
Bizonyítás:

          [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
        
A megfelelő műveletek elvégzése után kapjuk a megoldást.
	
              
              σ1
               és 
              σ2
               nem ismert, de 
              σ1
               = 
              σ2
            



Amennyiben [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
 és [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
 nem ismert, úgy egy-egy mintából az [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
 és [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
 korrigált szórásnégyzetekkel becsüljük őket. Jelölje [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
 az átlagkülönbség szórására adott közelítést és υ az eloszlásának szabadságfokát.
Ekkor a következő konfidenciaintervallumot kapjuk:
[image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
.
A második esetben a sokasági szórásokat nem ismerjük. Külön-külön ugyan becsülhetők az egyes mintákból, de ekkor nem tudjuk meghatározni az intervallumbecsléshez szükséges változó eloszlását, így ez az eset kezelhetetlen. Ezért csak azt az esetet tárgyaljuk, amikor feltételezhető, hogy a két szórásnégyzet megegyezik. Ekkor a közös szórásnégyzet az alábbi formulával becsülhető:

          [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
        
ahol	[image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
	és	[image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
	a mintákból számított korrigált szórásnégyzetek.
Szükségünk van még a mintaátlagok különbségének szórásnégyzetére, ami a következőképpen becsülhető:

          [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
        
ebből a becsült standard hiba

          [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
        
Ezekből következik, hogy a 

          [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
        
változó [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére] szabadságfokú t–eloszlást követ.
Ekkor az [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére] megbízhatósági szinthez tartozó konfidencia intervallum:

          [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
        

          Bizonyítás:
        

          [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
        
A megfelelő műveletek elvégzése kapjuk a megoldást.

          Példa:
        
Adott:	[image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
	[image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]

Adjon intervallumbecslést a két várható érték különbségére, ha [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]!
Megoldás:

          [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
          [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
        

          [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
        

          [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
        

          [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
        

          [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
        

          [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
        
Tehát a keresett intervallum:

          [image: 3.4.3 Konfidencia intervallum két valószínűségi változó várható értékének különbségére]
        

3.4.4	Konfidencia intervallum egy normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetére



Adott egy η normális eloszlású valószínűségi változó, melynek ismeretlen szórása σ. Vegyünk az η valószínűségi változóra n elemű mintákat.
Adjuk meg σ2 értékére az [image: 3.4.4 Konfidencia intervallum egy normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetére]
 konfidenciaszinthez tartozó konfidencia-intervallumot! σ2 becslésére használjuk az [image: 3.4.4 Konfidencia intervallum egy normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetére]
 statisztikát.
Ha [image: 3.4.4 Konfidencia intervallum egy normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetére]
 mintán felvett értéke [image: 3.4.4 Konfidencia intervallum egy normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetére]
, akkor a keresett konfidenciaintervallum:

          [image: 3.4.4 Konfidencia intervallum egy normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetére]
        
Ezt csak normális eloszlású sokaságokra alkalmazzuk, ha a sokaság eloszlása nem normális, akkor az alábbiakban bemutatásra kerülő intervallumbecslés nem alkalmazható. 
Ha a sokaság normális eloszlású, akkor belátható, hogy a

          [image: 3.4.4 Konfidencia intervallum egy normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetére]
        
változó [image: 3.4.4 Konfidencia intervallum egy normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetére] szabadságfokú χ2 – (Khi - négyzet) eloszlást követ.
Ekkor az [image: 3.4.4 Konfidencia intervallum egy normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetére] megbízhatósági szinthez tartozó konfidenciaintervallum:

          [image: 3.4.4 Konfidencia intervallum egy normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetére]
        

          Bizonyítás:
        

          [image: 3.4.4 Konfidencia intervallum egy normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetére]
        

          [image: 3.4.4 Konfidencia intervallum egy normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetére]
        

          [image: 3.4.4 Konfidencia intervallum egy normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetére]
        
Megjegyzés: a χ2 – eloszlás nem szimmetrikus.

          Példa:
        
Egy gyárban készülő konzervek közül egy 100 elemű mintát választva a konzervek tömegeire a következő értékeket kapjuk:
	
                  Tömeg (g)

                	
                  Darabszám

                
	
                   - 240

                	
                  8

                
	
                  240 - 245

                	
                  22

                
	
                  245 - 250

                	
                  32

                
	
                  250 - 255

                	
                  28

                
	
                  255 - 260

                	
                  10

                
	
                  Összesen:

                	
                  100

                


Adjunk intervallumbecslést a tömeg szórásnégyzetére, ha s=5,5 ; α=0,05 és n=100!
[image: 3.4.4 Konfidencia intervallum egy normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetére]
	és	[image: 3.4.4 Konfidencia intervallum egy normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetére]

[image: 3.4.4 Konfidencia intervallum egy normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetére]
	és	[image: 3.4.4 Konfidencia intervallum egy normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetére]


          [image: 3.4.4 Konfidencia intervallum egy normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetére]
        

          [image: 3.4.4 Konfidencia intervallum egy normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetére]
        

          [image: 3.4.4 Konfidencia intervallum egy normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetére]
        
Tehát a keresett intervallum:

          [image: 3.4.4 Konfidencia intervallum egy normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetére]
        

3.4.5	Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára



Adott az η1 és η2 normális eloszlású valószínűségi változó. Ismeretlen szórásnégyzetük legyen rendre [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
 és [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
. Az első valószínűségi változóra vegyünk n1, a másodikra n2 elemű mintát.
Adjuk meg [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
 értékére az [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
 konfidenciaszinthez tartozó konfidenciaintervallumot!
Használjuk [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
 becslésére az [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
 statisztikát.
Ha [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
 mintán felvett értéke [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
 és [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
 mintán felvett értéke [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
, akkor a keresett konfidenciaintervallum:

          [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
        
Adott:	[image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
	és	[image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]

Bizonyítható, hogy az

          [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
        
változó Fisher – eloszlást követ [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
 és [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
 szabadságfokkal.
Ekkor az [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára] megbízhatósági szinthez tartozó konfidencia intervallum:

          [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
        

          Bizonyítás:
        

          [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
        

          
            [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
          
        

          [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
        

          Példa:
        
Adott:	[image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]

Adjon intervallumbecslést a szórásnégyzetek hányadosára, ha [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]!
Megoldás:

          [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
          [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
        
[image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]	és	[image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]


          [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
        

          [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
        

          [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
        
Tehát a keresett intervallum:

          [image: 3.4.5 Konfidenciaintervallum két normális eloszlású valószínűségi változó szórásnégyzetének hányadosára]
        


3.5	 Összefoglalás




        Példa:
      
Egy adott életkorban a fácántyúkok tömegét írja le az , a fácánkakasokét a  normális eloszlású valószínűségi változó. A fácántyúkokból [image: 3.5 Összefoglalás]
, a kakasokból 8 elemű mintát veszünk, majd ezekből becsüljük a valószínűségi változók várható értékét és szórását.
A következőket kapjuk:

        [image: 3.5 Összefoglalás]
        [image: 3.5 Összefoglalás]
        [image: 3.5 Összefoglalás]
        [image: 3.5 Összefoglalás]
      
	Számítsuk ki a 0,99 konfidenciaszinthez tartozó konfidenciaintervallum határait a tyúkok tömegét leíró valószínűségi változó várható értékére!

	Számítsuk ki a 0,95 konfidenciaszinthez tartozó konfidenciaintervallum határait a kakasok tömegét leíró valószínűségi változó szórásnégyzetére!



	Számítsuk ki a 0,9 konfidenciaszinthez tartozó konfidenciaintervallum határait a tyúkok és kakasok tömegét leíró valószínűségi változók várható értékének különbségére!



	Számítsuk ki a 0,95 konfidenciaszinthez tartozó konfidenciaintervallum határait a tyúkok és kakasok tömegét leíró valószínűségi változók szórásnégyzetének hányadosára!




        Megoldás:
      
	Meg kell határoznunk a [image: 3.5 Összefoglalás]
 értéket.



Ez a t eloszlás táblázatából kiolvasható:	3,25.
Így a konfidenciaintervallum:	[1,0095; 1,1784],
Azaz	[image: 3.5 Összefoglalás]
.
	A	[image: 3.5 Összefoglalás]
	és	[image: 3.5 Összefoglalás]
	értékeket táblázatból kikeressük.



A	[image: 3.5 Összefoglalás]
	egyenlőség figyelembevételével a [image: 3.5 Összefoglalás]
 konfidencia intervallumot kapjuk.
	Itt meg kell vizsgálnunk először, hogy feltehetjük-e, hogy a két valószínűségi változó szórásnégyzete megegyezik. Ezt a feladatot emiatt csak a következő fejezet után tudjuk megoldani. Ott vissza fogunk rá térni.



	Az F eloszlás táblázatából kiolvasható:



[image: 3.5 Összefoglalás]
	és	[image: 3.5 Összefoglalás]
.
Így	[image: 3.5 Összefoglalás]
.
Eszerint a keresett konfidenciaintervallum:	[image: 3.5 Összefoglalás]
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